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Programme de colle n° 5, semaine du 12 au 17 octobre 2026.

Les points suivis d’une (*) sont & savoir par les étudiants et doivent étre considérés comme des « questions de cours ».

1 Continuité

1.1 Généralités

e Soient (E,| |z), (F,| |») des espaces vectoriels normés, a € A C E et
f:E — F.On dit que f est continue en a € A lorsque :

(Ve > 0) Ba>0) (vz € A) (| —alg < a= [ f(2) = fla)|p <)

La fonction f est dite continue sur A lorsqu’elle est continue en tout point a de
A. On note C°(A, F) I'ensemble des applications continues de A dans F'.

e Les applications coordonnées de IR™ sont continues sur IR" (avec n’importe
quelle norme : elle sont équivalentes).

e Caractérisation séquentielle de la continuité.

(*)THEOREME. Soient (E,| |g), (F,| |p) des espaces vectoriels normés, a €
ACUFE et f:E— F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue en a.
(2) Pour toute suite (x,) dans A telle que x, =€ A alors
o0

f(zn) +—OO> f(a).

e Opérations classiques sur les fonctions continues.

THEOREME. Soient (E,| | z), (F,| | ) des espaces vectoriels normés, a € A C
Eetf:E—F.

1. Toute combinaison linéaires de fonctions continues sur A est
continue sur A : C°(A,F) est un sous-espaces vectoriel de
F(AF).

2. Le produit de deux fonctions continues sur A a valeurs dans IR
est encore une fonction continue sur A.

3. Sous réserve d’existence, le quotient de deux fonctions conti-
nues sur A a valeurs dans IR est une fonction continue sur A.

4. Composition. Si [ est continue, si B est une partie de F
contenant f(A) si g: B — G est continue ot G est un espace
vectoriel normé, alors g o f est continue.

En particulier les fonctions polynomiales et les quotients de fonctions polyno-
miales sur IR" (lorsque. ..) sont continues.

1.2 Fonction lipschitzienne

e Soient (E,| |g) et (F,| |z)) deux espaces vectorielles normés, k > 0 réel. On
dit qu’une fonction f : E — F est lipschitzienne de rapport k lorsque pour tout
(r,y) € Eona:

1f(@) = F Wl < kle—ylg-

e (*) Exemples de la norme.

THEOREME. Toute fonction lipschitzienne est continue.

2 Adhérence, parties fermées d’un espace vectoriel
normé, densité

2.1 Adhérence

Soient (E, | |) un espace vectoriel normé et A C E.
L’adhérence de A dans E, noté A est ’ensemble des points de F qui sont limites
de suites d’éléments de A.

2.2 Fermés de F

e Soient (E, | |) un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est (séquentiellement) fermé dans E lorsque A = A.



Pour montrer qu'une partie A d’un espace vectoriel est fermée dans E, on peut
prendre une suite (x,,) dans A qui converge vers un élément ¢ de E' et on montre
que ¢ € A.

(*) THEOREME. Soient f : E — F une application continue et B une partie
fermée de F. Alors l'image réciproque f~(B) est une partie fermée de E.

e Les spheres, les boules fermées d’un espace vectoriel normé E sont des fermés
de E.

2.3 Densité

e Soient (F, | [) un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est dense dans E lorsque A = F i.e. lorsque tout élément de E
est limite d’une suite d’éléments de A.

3 Applications linéaires continues entre espaces vec-
toriels normés

e THEOREME. Soient E et F' des espaces vectoriels normés avec E # {0} et
f € L(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est continue.

(2) f est lipschitzienne.

(3) BM > 0)(vz € E)([f(2)|p < M || )-

o [llustrations élémentaires

4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

4.1 Suites convergentes dans un espace vectoriel de dimension
finie

e En dimension finie, « la convergence est équivalente a la convergence coor-
donnée par coordonnée »

THEOREME. Soit 3 = (e1,...,e,) une base d’un espace vectoriel normé (E,| |)

de dimension finie et (u,) une suite dans E. Pour tout n € IN on écrit
P n

Uy = Zxk(n)ek. Pour £ = Zﬁkek € FE, les propriétés suivantes sont équiva-
k=1 k=1

lentes.

(1) La suite (u,) converge vers £ dans (E,| |).

(2) Pour tout k € {1,...,p}, la suite (x(n)) converge vers £y, dans
K.

e Exemples avec des suites de matrices.

4.2 Continuité en dimension finie

e Ein dimension finie, « la continuité est équivalente a la continuité composante
par composante »

Soient (E, | |z) un espace vectoriel normé, (F, | |z) un espace vectoriel normé
de dimension finie, A C E, f: A — F. Lorsque 3 = (e1, ..., ep) est une base de
F, pour tout x dans F on peut écrire :

P

fl@)=>" filx)es,

=1

ou f;(z) est la i-ieme coordonnées de f(x) dans 8. Cela définit des applications
fi + E — K appelés les composantes de f dans (3, et on écrit :

f=0f i f)
THEOREME. Soient (E, | |z) un espace vectoriel normé, (F,| | ) un espace vec-
toriel normé de dimension finie, a € ACE, f: A— F. Soient 8 = (e1,...,€p)
une base de F' « dans laquelle on écrit » on écrit f = (f1,..., fp). Les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(1) f est continue en a.

(2) Pour tout k € {1,...,p}, la fonction fy est continue en a.

4.3 Extrema et continuité en dimension finie

THEOREME. Toute fonction réelle continue sur une partie fermée et bornée
d’un espace vectoriel normé E de dimension finie est bornée et alteint ses
bornes.



4.4 Continuité des applications linéaires, multilinéaires et poly-
nomiales

(*)THEOREME. Soient (E, | |) un espace vectoriel normé de dimension fi-
nie, (F,| | ) un espace vectoriel normé, f € L(E,F). Alors f est continue.

e Exemples de M +— AM, de M — PMP~! dans M,,(K).

e Soient F', ..., E, des espaces vectoriels. Une application f: Fy x ... x E, est
dite p-linéaire lorsque pour tout ¢ € {1,...,p} et tout (z1,...,2p) € E1,..., E,
I’application :

fi L X = f(xl,...,xi_l,x,xi+1,...,xp)
est linéaire de E; dans F'.

THEOREME. Lorsque les F; sont tous de dimension finie, les application p-
linéaires sont continues.

Remarque 4.1

Le produit matriciel (A, B) — AB est continue, le déterminant. ..

5 Au passage

e (*) LE THEOREME DES TROIS HYPOTHESES DE TROTABAS. Soient a < b dans
R, f:[a,b] = IR. On suppose que :

e f est continue.
e f est positive.

b
. / F(t)dt = 0.
a
Alors f est nulle sur le segment [a,b].

e (*) THEOREME. Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ-BOUNIAKOWSKY. Si
(E,{.,.)) est un espace pré-hilbertien réel alors pour tout (z,y) € E* on a :

[(z,9)] <[] - Iyl

avec égalité si et seulement si x ety sont liés.

e Une re-écriture du théoreme fondamental. Soient a € I intervalle de IR.
Lorsque f : I — IR est de classe C* sur I alors pour tout x dans I on a :

fa) = fla)+ [ 5w

e (*) Principe de prolongement des identités. Soient (E,| |z),(F,| |z) deux
espaces vectoriels normés. Si deux fonctions continues f: F — F et g: E — F
coincident sur une partie dense de E alors elles sont égales.

e (*) La fonction distance & une partie non vide A d’un espace vectoriel normé
est 1-lipschitzienne.

La semaine prochaine : intégration



