
PC, Lycée Joffre, 2024-2025

Programme de colle no 16, semaine du 27 janvier au 31 janvier 2025.

Les points suivis d’une (*) sont à savoir par les étudiants et doivent être considérés comme des « questions de cours ».

Séries de fonctions et séries entières. Dans l’idéal une question de cours sur les séries entières
puis un exercices sur les séries de fonctions (régularité, ITT...)

1 Séries entières

1.1 Généralités

• Une série entière est série de fonction
∑

fn où les fonctions fn sont définie

sur C et de la forme fn : z 7→ anz
n avec (an) suite complexe. Hélas, une série

entière se note
∑

anz
n ce qui peut amener à confondre avec la série numérique∑

anz
n.

• (*) Lemme d’Abel. Soit (an) une suite complexe. Si la suite (anz
n
0 ) est bornée

alors pour tout z ∈ C avec |z| < |z0| la série
∑

anz
n converge absolument.

• Le rayon de convergence d’une série entière
∑

anz
n est :

R = sup {ρ ⩾ 0 | la suite (anρ
n) est bornée}︸ ︷︷ ︸

=E

∈ IR+ ∪ {+∞} .

Noter que R existe toujours puisque E est non vide (contient 0).

• (*) Exemples des rayons de convergences des séries entière
∑

zn,
∑ zn

n!
,∑

nzn.

• Théorème. Soit
∑

anz
n une série entière.

1. Pour tout z complexe tel que |z| < R, la série
∑

anz
n est abso-

lument convergente.

2. Pour tout z complexe tel que |z| > R la suite (anz
n) est non

bornée, donc la série
∑

anz
n diverge grossièrement.

• Disque ouvert et intervalle ouvert de convergence. Lorsque
∑

anz
n est une

série entière de rayon de convergence R :

1. le disque ouvert de convergence est D(0, R) = {z ∈ C | |z| < R}.
2. l’intervalle ouvert de convergence de la série entière

∑
anx

n de

la variable réelle x est ]−R,R[.

• D’après les résultats précédents, la série
∑

anz
n converge absolument lorsque

|z| < R et diverge lorsque |z| > R. Lorsque |z| = R, tout est possible. . .

1.2 Détermination du rayon de convergence

•Théorème. Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayon de conver-

gence respectif Ra et Rb.

1. Si an = O(bn), Ra ⩾ Rb

2. Si |an| ∼ |bn| alors Ra = Rb.

Théorème. (Règle de d’Alembert pour les séries entières)

Soit
∑

anz
n une série entière telle que an ̸= 0 pour tout n ∈ IN. Si

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ −→
n→+∞

ℓ alors R =
1

ℓ
(avec les conventions usuelles).

• Lorsque les coefficients de la série entière
∑

anz
n s’annulent, on peut utiliser la

règle de d’Alembert pour les séries numériques. Par exemple, si on veut le rayon

de convergence d’une série entière de la forme
∑

αnz
2n, où les αn sont non nuls,

on regarde pour z non nul, la limite éventuelle de

∣∣∣∣αn+1z
2n+2

αnz2n

∣∣∣∣ ce qui permettra

éventuellement de savoir si la série numérique
∑

αnz
2n est convergente.
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• Théorème. Rayon de convergence d’une somme. Soient
∑

anz
n

et
∑

bnz
n deux séries entières de rayon de convergence respectif Ra et Rb.

Alors la série entière
∑

(an + bn)z
n a un rayon de convergence R qui vérifie

R ⩾ min(Ra, Rb) avec égalité lorsque Ra ̸= Rb

1.3 Produit de Cauchy

• Théorème. Produit de Cauchy de séries absolument convergentes.
Soient

∑
un et

∑
vn deux séries absolument convergentes. Alors la série de

terme général

n∑
k=0

ukvn−k est absolument convergente et on a :

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

ukvn−k

)
.

• Exponentielle complexe. Pour z ∈ C on pose correctement exp(z) =

+∞∑
k=0

zk

k!
.

(*) Relation exp(z + z′) = exp(z) exp(z′).

• Théorème. Produit de Cauchy de séries entières. Soient
∑

anz
n et∑

bnz
n deux séries entières de rayon de convergence respectif Ra et Rb. Pour

tout z complexe tel que |z| < min(Ra, Rb) on a :(
+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
n=0

bnz
n

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
zn.

• (*) Une illustration. Pour tout z ∈ C tel que |z| < 1 on a :

1

(1− z)2
=

+∞∑
n=0

(n+ 1)zn.

2 Régularité de la somme d’une série entière

2.1 Séries entière et convergence uniforme

• (*) Théorème. Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R. La

série de fonctions
∑

anx
n de la variable réelle x converge normalement sur

tout segment inclus dans l’intervalle ouvert de convergence.

• (*)Égalités de Cauchy et théorème de Liouville (exercice). Soit
∑

anz
n une sé-

rie entière de rayon de convergence R > 0. Pour |z| < R on pose f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n

(fonction somme).

(1) Pour tout n ∈ IN et r ∈]0, R[ on a :

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ = 2πanr
n.

(2) Si R = +∞ et si f est bornée, alors f est constante.

2.2 Continuité de la somme

• Théorème. Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0.

(1) La fonction somme de la série entière de la variable réelle
∑

anx
n

est continue sur l’intervalle ouvert de convergence ]−R,R[.
(2) La fonction somme de la série entière de la variable complexe∑

anz
n est continue sur le disque ouvert de convergence.

2.3 Primitives de la somme

• Théorème. Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0 et f

le fonction somme sur ]−R,R[ de la série entière de la variable réelle
∑

anx
n.

(1) Si [a, b] est un segment inclus dans l’intervalle ouvert de conver-

gence ]−R,R[ alors :

∫ b

a

f(t) dt =

+∞∑
n=0

an

∫ b

a

tn dt.

(2) Les primitives de f sur ]−R,R[ sont de la forme :

t 7→ k +

+∞∑
n=0

an
n+ 1

tn+1.

• (*) Pour x ∈]− 1, 1[ on a :

ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
et arctan(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
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2.4 Caractère C∞ de la somme

• Théorème. Soit (an) une suite complexe. Les séries entières
∑

anz
n et∑

(n+ 1)an+1z
n ont même rayon de convergence.

• Théorème. Soit
∑

anx
n une série entière de la variable réelle, de rayon de

convergence R > 0 et f sa fonction somme.

(1) La fonction somme f est de classe C1 sur l’intervalle ouvert de
convergence ]−R,R[ avec pour tout x ∈]−R,R[ :

f ′(x) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n.

(2) La fonction somme f est de classe C∞ sur l’intervalle ouvert de
convergence ]−R,R[ avec, pour tout k ∈ IN et x ∈]−R,R[ :

f (k)(x) =

+∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
an+kx

n.

En particulier, pour tout n ∈ IN :

an =
f (n)(0)

n!

• Application aux « séries dérivées de la série géométrique ». Pour tout x ∈]−1, 1[
et tout n ∈ IN on a :

+∞∑
n=k

(n)!

(n− k)!
xn =

k!

(1− x)k+1

En particulier

+∞∑
n=k

(
n
k

)
xn =

1

(1− x)k+1
.

3 Développements en série entière

3.1 Généralités

• Soit I un intervalle de IR contenant 0 dans son intérieur. On dit qu’une fonction
f : IR → C est développable en série entière au voisinage de 0 s’il existe r > 0

et une série entière
∑

an de rayon de convergence R > r tels que pour tout

x ∈]− r, r[ on ait :

f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

• Théorème. Soient I un intervalle de IR contenant 0 dans son intérieur et
f : IR → C. Si f est développable en série entière au voisinage de 0 alors il existe
r > 0 telle que f est de classe C∞ sur ]−r, r[ et le développement en série entière
de f au voisinage de 0 est :

f(x) =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (x ∈]− r, r[).

En particulier, il y a unicité du développement en série entière.

• Lorsque f est de classe C∞ au voisinage de 0, la série
∑
n⩾0

f (n)(0)

n!
xn s’appelle

la série de Taylor de f en 0. On a vu qu’il existe des fonction C∞ qui ne sont pas
développables en série entière au voisinage de 0.

3.2 Développements usuels en 0

• Pour z complexe : exp(z) =

+∞∑
n=0

xn

n!
.

• Pour x ∈ IR on a :

cosx =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·

sinx =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

• Pour x ∈ IR on a :

ch x =

+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
= 1 +

x2

2!
+

x4

4!
− · · ·

sh x =

+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

3!
+

x5

5!
− · · ·
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• Pour x ∈]− 1, 1[, en primitivant une série géométrique, on obtient :

ln(1 + x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
= x− x2

2
+

x3

3
− · · ·

arctan(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+

x5

5
− · · ·

• (*) Pour tout x ∈]− 1, 1[ et α ∈ IR \ IN on a :

(1 + x)α =
+∞∑
n=0

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn

= 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

6
x3 + · · ·

• (*) Le développement précédent s’obtient avec la « technique de l’équation dif-
férentielle » : on recherche une équation différentielle vérifiée par f est on suppose
f développable en série entière au voisinage de 0. Cette technique permet tout
aussi bien de déterminer des solutions développables en série entière d’équations
différentielles.

Semaines suivante : séries entières encore puis variables aléatoires discrètes.
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