PC, Lycée Joffre, 2024-2025

Programme de colle n° 3, semaine du 30 Septembre au 5 octobre.

Les points suivis d’une (*) sont & savoir par les étudiants et doivent étre considérés comme des « questions de cours ».

Dans I’idéal un exercice type cours sur les espaces vectoriels normés et du calcul de déterminant, pourquoi pas mélangé avec les éléments propres d’une matrice. . . Toute
Palgebre linéaire de premiére année et les compléments faits sont encore au programme. ..

1 Compléments sur les déterminants

e Lorsque A et B sont des matrices carrées on a :

Al *
det(o B):detAdetB.

Généralisation du résultat précédent avec p matrices carrées sur la diagonale.

e (*) Le déterminant de Vandermonde. Pour Ag, A1,..., A\, dans K on a :
1 1 - 1
A Ao A
Vn+1(>\07 7)‘n) = ; : : = H ()\] >\1)
. . . 0<i<j<n
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e (*) Déterminants tri-diagonaux et rappels sur les suites récurrentes linéaires
d’ordre 2 (voir résumé plus bas).

e (*) Déterminants de Hurwitz. Pour a4, ...,a, et b # ¢ dans K, calcul de :
ag b - b
& an :
b

ai—x b—=z b—=x

en passant par la fonction f : x — e e qui est
b—=x

c—z e C—T Qp—=T
affine.

e Déterminant et trace d’'un endomorphisme. On rappelé que si E est de di-
mension finie et si f € L(F) le déterminant de la matrice de f dans une base
B de E ne dépend pas du choix de la base 3 : c’est le déterminant de f, noté
det f. De la méme maniere, la trace de [f]s ne dépend pas du choix de 3, c’est
la trace de f.

2 Espaces vectoriels normés

2.1 Généralités

e Soit F un espace vectoriel sur K. Une norme sur F est une application
| | : E— IR qui vérifie pour tout z, y dans E et A scalaire :

— =] >0
—Jzl=0sz=0
— [xz| = [A] - =]

— Inégalité triangulaire : |z + y| < |z| + |y

e Un espace vectoriel normé est un couple (E, | |) out E est un espace vectoriel
sur K et ot | | est une norme sur E.



2.2 Exemples de normes

e Sur K" on a les normes usuelles suivantes (v = (21,...,2,) € K") :
n n
2
loly =D lael, Toly = | D lol’s ol = = max |z
k=1 k=1

Si K = IR, la norme | |, est la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique de IR" (dans le cas de K = C, nous avouns trés brievement justifié I'IT
par un argument HP)

e Sur l'espace E = M,,(IR),on a vu les exemples de normes (A € E) :

n n

141 =33 1Al 14l = (S I0P Ml = max | [(A).

i=1 j=1 i=1 j=1 JELL

Nous avons vuque | | =n| | et | |, sont des « normes d’algebre » sur M, (IR).

e Sur l'espace E des fonctions continues de [0, 1] dans IR on a vu les exemples
de normes (f € E) :

b b
= 100 W=y [ 1P 1l = max (7).

La norme | ||, est la norme euclidienne associée au produit scalaire (f,g) —
1

fg.
)
o (*) Lorsque X est un ensemble non vide et E = B(X,IR) est I'espace vectoriel
des applications bornées de X dans IR, f — |f|., = sup |f(z)| est une norme
reX
sur E. Bien noter que, pour I'inégalité triangulaire, on passe d’abord a la borne

supérieure « a droite » :

Pour f et g dans E, on a pour tout x € X :

[(f +9) @) < [f(@)]+]9(2)] < [ flo + 19l -
—_————

indépendant de =

done | f + gloe < 1fle + 9l

2.3 Distance associée a une norme

e Soit (E,| |) un espace vectoriel normé. Pour (z,y) € E on pose
dist(z,y) = |y — | .

On a vu l'inégalité triangulaire pour cette distance.

e Lorsque A est une partie non vide de E, pour x dans E on définit :

dist(x, A) = inf dist(z,a).

z€A

2.4 Boules et Spheres

e Soient (E, | |) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0.

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :
B(a,r) = {z € F | dist(a,z) <r}.
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :
B(a,r) = {z € E | dist(a,z) < r}.
3. La sphere de centre a et de rayon r est :

S(a,r) ={z € E | dist(a,z) =1}.

e On a vu la forme des boules unités sur IR? pour les trois normes usuelles et
regardé I'allure de la « médiatrice » dans (IR, | | ).

2.5 Parties convexes d’un espace vectoriel

e Soit F un espace vectoriel sur K. On dit qu’'une partie A de E est convexe
lorsque pour tout (m,p) € A% le segment d’extrémité m et p est encore dans A,
ce qui se traduit par :

(VA € [0,1]) (1 — \)ym + Ap) € A.

e On a remarqué que pour tout @« € Eon a: (1 — X)a+ da =a.

(*)THEOREME. Soit (E,| |) un espace vectoriel normé.
1. Les boules de E sont convexes.

2. Une intersection de parties convexes de E est encore convere
(point n’est besoin de norme pour cette propriété).



2.6 Parties bornées d’un espace vectoriel normé

e On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé (E, |||) est bornée lorsqu’il
existe M > 0 réel tel que pour tout v € A on ait : |v| < M.

e Noter que la notion de partie bornée dépend de la norme.

e On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||||) est bornée lorsqu’il
existe M > 0 réel tel que pour tout v € A on ait : |v| < M.

3 Au passage

e (*) Moins de trente secondes pour résoudre un systéme 2 x 2...

e (*) THEOREME. Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ-BOUNIAKOWSKY. Si
(E,{.,.)) est un espace pré-hilbertien réel alors pour tout (x,y) € E? on a :

(@, 9)] < l] - Il

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

e Exemple d’opérateurs linéaires définis & 1’aide d’intégrales. (*) L’exercice 3 de
la feuille d’exercice 2.

o(*) Matrices de rang 1 : premiére question de I’exercice 4 de la feuille d’exercice
2.

e UN THEOREME IMPORTANT.
Soient a < b dans R et f : [a,b] = IR, continue et positive.

b
Si/ f(t)dt =0 alors f =0 (sur [a,b]).

e Les suite récurrentes linéaires d’ordre 2. On considere ici une suite (u,) dans
K définie par la relation de récurrence pour n entier naturel

Up42 = AQUn41 + bun (*)

ou a et b sont dans K.

Ces suites forment un espace vectoriel sur K de dimension 2. Pour déterminer
ces suites on considere ’équation caractéristique :

(EC) X?*—aX-b=0

— Lorsque (EC) a deux racines distinctes r; et 7o dans K alors les suites
dans K qui vérifient (&) sont exactement celles de la la forme

n i ar + Bry ou (a,B) € K?

— Lorsque (EC) a une racine double r dans K alors les suites dans K qui
vérifient (&) sont exactement celles de la la forme

n (an+ B)r" ou (a, B) € K2

— Lorsque K = IR on a un cas supplémentaire. Lorsque (EC) n’a pas de
solution réelle, elle admet deux solutions complexes conjuguées pe'? et
pe~ et alors les suites dans IR qui vérifient (&) sont exactement celles
de la la forme

n s p"(acosnf + Bsinnd) ou (a, B) € K2

Petit résumé de la premiere année sur les déterminants

1 - Déterminant des matrices carrées

e Le déterminant d’une matrice A dans M,,(K) s’obtient en développant par
rapport a une colonne ou une ligne. La technique est la suivante. On note, pour
(i,7) € {1,... ,n}Q, A,; ; le déterminant de la matrice obtenue & partir de A en
rayant la i-eme ligne et la j-iéme colonne. Par exemple, le développement de
det(A) par rapport & la premiere ligne est :

det(A) = CL171A171 — a272A1,2 + -4 (—1)"+1a17nA17n.

Pour les signes, lorsque 1’on écrit un développement par rapport a une ligne ou
une colonne, on retient qu’il y a des « + » sur la diagonale.

e On sait calculer immédiatement le déterminant d’une matrice triangulaire !

¢ THEOREME.
1. Pour une matrice A € M, (K) on a :

’det A # 0 < A inversible & A de rang n




2. Pour A et B dans M, (K) on a (det A)(det B) = det(AB).
3. Lorsque A € GL,(K) on a det A=! = (det A)~1.
4. Pour X dans K et A € M,(K) on a : det(AA) = A\"A

e On retrouve le fait que si AB = 1, alors A est inversible et B = A~! en
utilisant les points 1 et 2 du théoréme précédent.

2 - Déterminant d’un endomorphisme

e Soient § = (e1,...,e,) base de E, f € L(F). Le déterminant de f dans [ est
le déterminant de la matrice A = [f]g. Le déterminant de f dans 8 ne dépend
pas de la base choisie : on I'appelle le déterminant de f et on le note det f.

THEOREME.
1. Pour f dans L(E) on a :

det f # 0 < f inversible < f de rang n

2. (det f)(det g) = det(f o g).
3. Lorsque f est inversible on a det f~! = (det f)~1.

4. Si(uy,...,uy) est une famille de vecteurs de E alors on a pour [3 base de
E :detg(f(u1),..., f(uy)) =det fdetg(u1,...,un)

e Pour calculer le déterminant d’un endomorphisme on cherche (trouve!) une
base de E dans laquelle [f]g est « simple ».

La semaine prochaine : convergences des suites dans les espaces vectoriels normés, continuité des applications entre espaces vectoriels normés.



