PC, lycée Joffre, 2026-2027

Le petit point de cours fictif (5), EVN1, 15 minutes

Dans la suite (£, | |) est un espace vectoriel normé.

. Qu’est-ce qu’une norme sur £ 7

Une norme sur E est une application | | : E — IR qui vérifie pour tout z, y dans E et A
scalaire :

— [z] =0

— |z =0 2=0

— Azl = Al - ]

— Inégalité triangulaire : |z + y| < |z| + |y|

. Dans cette question, X est un ensemble non vide et E = B(X,IR) est 'espace vectoriel des appli-
cations bornées de X dans C et on pose, pour f € E :

Ifloe = sup |f(2)].
zeX
Démontrer que | |, est une norme sur FE.

e Comme X est non vide, pour f dans E l'ensemble {|f(z)| | z € X} est une partie non
vide et majorée (puisque f est bornée) de IR donc | f|,, est bien un réel (positif).

e Pour f dans F on a les équivalences :

Ifloe =0 (Vo€ X)(|f(z)| =0) & f = 0.

e Pour fdans E, A€ Cet z € X ona |[Af(x)| = |\ |f(x)|. En passant au sup on obtient :

Moo = 1A f oo -

e Pour f et g dans F, on a pour tout x € X :

[(F+9)@)] < |f@)]+19(2)] < [ floo + 9o »
N——

indépendant de x

donc | f + gl < |fls+ 9l puisque la borne supérieure est le plus petit des majorants.

. Dans cette question, a < b dans IR, E est I'espace des fonctions continues de [a,b] dans C. Pour f

dans E on pose :
b
il = [ 11
a

Démontrer que | |, est une norme sur F.



e Soit f dans E. Comme |f| est continue sur [a,b] et positive, |f|, est bien définie et
positive, par »positivité de I'intégrale ».

e Soit f € E.Si f =0 alors on a bien | f|; =0 et si |f|; =0, comme |f]| est continue et
positive sur [a,b] on a f =0 sur [a,b].

e Pour f dans £, A€ Con a :
b b
IAf14 =/ (Af(t)] dt = IAI/ @) dt = [A[]f]; -

e Pour f et g dans E, on a pour tout ¢ € [a, b] : [(f + g)(£)| = [f(£) + g(t)] < [f(£))|+]g(t)]-
Par « croissance » et linéarité de I'intégrale, on obtient :

If + gl < 1F1+ gl -

4. Démontrer 1'unicité de la limite pour une suite (z,,) convergente dans F.

Supposons qu'une (uy,) dans (E,| |) converge vers £ et A\ dans E. Pour tout n € IN on a
alors :
16 =A< €= un +un = AL <€ = unf + Jun = A 0.

Ainsi, par sandwich, |[{ —A| =0et £ = A.
5. Démontrer qu’une suite (z,) dans E qui converge est bornée.

Supposons qu’'une (uy,) dans (E, | |) converge vers /. Il existe donc N € IN tel que pour
tout » > N on ait |u, — £ < 1 et alors pour n > N on a :

lunl = lun = £+ €] < Jun — €] + €] <1+ ]

Puis posons R = max {|uol,...,|un|,1+[¢]}. On a alors u, € By({,R) pour tout
n € IN : la suite (u,,) est bornée.

6. Soit A C E. Qu’est ce que 'adhérence de A dans F' 7 Comment la note-t-on ?

L’adhérence de A dans E, noté A est ’'ensemble des points de E qui sont limites de suites
d’éléments de A.
7. Qu’est-ce qu'une partie fermée de £ 7

On dit qu'une partie Ade E est (séquentiellement) fermé dans E lorsque A = A.

8. Qu’est-ce qu'une partie dense dans £ 7

On dit que A C E est dense dans E lorsque A = E i.e. lorsque tout élément de E est limite d’une
suite d’éléments de A.

9. Soilent a € A C E et f: A — F ou F est un espace vectoriel normé. Donner la caractérisation
séquentielle de la continuité de f en a € A.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue en a.
(2) Pour toute suite (x,,) dans A telle que xy, +—> a € A alors f(xy) +—> f(a).
oo o0



