PC, lycée Joffre, 2024-2025

Le petit point de cours (4)

Le 7 novembre 2024. 20 minutes sans calculette. NOM :
Dans la suite F est un espace vectoriel sur K et f est un endomorphisme de E.

1. On suppose dans cette question que F est de dimension finie n > 1. Démontrer que f admet un
polynome annulateur non nul.

2. On suppose que f est un projecteur de E.

a) Donner un polynéme annulateur de f.

b) 2 peut-il étre une valeur propre de f?

3. Soient P = X? — 5X + 4 € R[X].
a) Quel est ’endomorphisme P(f)?

b) Démontrer que si A est valeur propre de f alors P(\) est valeur propre de 1’endomorphisme

P(f).

4. On reprend les notations de la question précédente et on suppose de plus que P est un polynome
annulateur de f.

a) Démontrer que f est inversible et préciser f~1.



b) Soit n € IN. Déterminer le reste R,, dans la division euclidienne de X™ par P (on précisera ses
coefficients).

¢) Soit n € IN. Déterminer f™ a l'aide de f.

5. Soit f € L(F). Démontrer que les droites vectorielles de E stables par f sont exactement celles
engendrées par des vecteurs propres de f.



