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1 Distances et normes

1.1 Définitions

Définition 1 Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application
dist : E2 — R telle que pour tout (z,y,z) € E3 on ait :

1. dist(z,y) =0z =y;

2. dist(z,y) = dist(y, z) ;

3. dist(z, z) < dist(z,y) + dist(y, 2).

Remarque 1.1
1. Lorsque (E,d) est un espace métrique, pour tout (z,y,z) € E® on a :

|d(£C,Z) - d(z,y)| < d(x,y)

2. Lorsque (F,d) est un espace métrique et A C E, on notera dy4 la restric-
tion de d & A2, et alors (A,d4) est un espace métrique.

Définition 2 Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une appli-

cation | | : E — IR qui vérifie pour tout x, y dans E et \ scalaire :
1 el >0
2. |z =0 2=0
3. |ha] = (Al ]

4. Inégalité triangulaire : |z + y| < |z| + |y|

Remarque 1.2
1. Un espace vectoriel normé est un couple (E, | |) ou E est un espace vec-
toriel sur K et | | est une norme sur E.

2. Soit (E,| |) un espace vectoriel normé. On définit une distance sur E en
posant pour tout (z,y) € E :

dist(z,y) = |y - «].

Cette distance est « invariante par translation » : pour tout (z,y) € E? et
ve Fona:
dist(z + v,y + v) = dist(z, y).

3. Pour les normes provenant d’un produit scalaire (, ) euclidien ou her-
mitien sur F, définies par |z| = /(x,x), 'inégalité triangulaire est une
conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[z, )] < ] [yl
En effet, pour x et y dans F on a :

2 2 2
lz+yl <lzl+ Myl < Jz+yl” <lz]” +lyl” + 2] |y

2 2 2 2
& e +lyl” + 2 (@, y) < 2™ + lyl™ + 2] Iyl

& () <zl lyl

1.2 Premiers exemples

e La distance discréte sur un ensemble non vide E. Pour (z,y) € E on pose :

0 sixz=
d(x,w—{ Y

1 sinon
e Sur K" on a les normes usuelles suivantes (v = (z1,...,z,) € K") :
n n
[oly = D lanls ol = (| D lawl®s Jolo = max ol
1 ’ 2 ) o 1<k<n
k=1 k=1

Si K = IR, la norme | |, est la norme euclidienne associée au produit sca-
laire canonique de IR" (dans le cas de K = C, elle provient du produit scalaire
hermitien canonique).

Exercice 1
Démontrer que : | |, < vl [ <Vl [ <2,

Exercice 2 (Inégalités de Holder et Minkowsky)

Soient ai,...,an,b1,...,b, des réels positifs, p et ¢ des réels > 1 tels que
1 1

S4s=1

p q



1 1
1. Soient x et y réels positifs. Démontrer que zy < —a? + —y?.
p q

n n
2. On pose A = Zaf et B = Zb?, sommes que ’on suppose non nulles.

i=1 i=1
Pour tout i € {1,...,n} on pose encore :
ai b;
T; = 1 et Yi = 1

P q

Utiliser la premiere question pour en déduire I'inégalité de HOLDER :

iaibi < < 3 af>p <§:b?>q-
=1 =1 =1

n 1/17
3. Pour v = (z1,...,2,) € K" on pose : |v|, = (Z xk|p> . Démontrer
k=1

que | |, est une norme sur K" (I'inégalité triangulaire s’appelle I'inégalité
de MINKOWSKY).

e Sur 'espace E = M,,(IR), on a les exemples de normes (A € F) :

1AL =) > 1(Aigls 1Al =

i=1 j=1

SN NAP 1Al = max [(A)l.

== (i.)€{ 1,0 m}

Il est important de noter que la | |, provient du produit scalaire : (A, B) —
tr(ATB).

Noter aussi que les normes utiles sur F sont celles pour lesquelles on a
|AB| < |A] | B| pour tout (A4, B) € E? (on parle de norme d’algebre).

Exercice 3
Démontrer que n | |, et | |, sont des normes d’algebre sur M,,(IR).

e Sur l'espace F des fonctions continues de [0,1] dans IR on a les exemples de
normes (f € E) :

b b
= 100 W=y [ 1P 1l = max (7).

La norme | |, est la norme euclidienne associée au produit scalaire

1
mmHAfg

e Lorsque X est un ensemble non vide et F = B(X,IR) est l'espace vectoriel
des applications bornées de X dans IR, I'application :

| oo & f = sup |f(z)]
reX

est une norme sur F.

1.3 Comparaison des espaces métriques

Définition 3 Soient (E,d) et (F,5) des espaces métriques, k € R* et f : E —
F. On dit que f est k-lipschitzienne lorsque pour tout (z,y) € E? on a :

6(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Exercice 4
Soit f : [a,b] — IR de classe C''. Montrer que f est lipschitzienne.

La fonction f est de classe C! sur le segment [a,b] donc & dérivée
bornée. On écrit les accroissements finis. . .

Remarque 1.3
La composée de deux applications lipschitziennes est encore lipschitzienne.

Exercice 5
Soient (F,d) un espace métrique non vide, ag € F et A une partie non vide de
E. On pose, pour tout = dans E :

dg, () = d(ag, )
dist(z, A) = iggd(a,x)

1. Montrer que dg, est lipschitzienne.

2. Montrer que la fonction d4 : z +— dist(x, A) est correctement définie et
lipschitzienne.

Définition 4 Soient (E,d) et (F,0) des espaces métriques. Une isométrie de
(E,d) sur (F,§) est une application f : E — F telle que pour tout (z,y) € E

on ait :
o(f (@), f(y)) = d(z,y).

Exercice 6 (Le plongement de Kuratowsky)
Soit (X, dist) un espace métrique non vide et ag € E. Pour a € E on pose :
fa : x — dist(a, x) — dist(ao, x).

(X,d) — (BX,R),[ [)

a — ) est un plongement iso-

Démontrer que ¢ = (

métrique.



1.4 Boules et Spheres
Définition 5 Soient (E,dist) un espace métrique, a € E et r > 0.
1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :
B,(a,r) ={x € E | dist(a,z) < r}.
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :
By(a,r) = {x € E | dist(a,z) < r}.
3. La sphére de centre a et de rayon r est :

S(a,r) ={x € E | dist(a,z) =r}.

Remarque 1.4
Les boules d’un espace vectoriel normé « se ressemblent toutes » :

By(a,r) =a+rBs(0,1).

Exercice 7
1. Dessiner la boules unité fermée sur IR? pour les trois normes usuelles.

2. Tracer l'allure de la « médiatrice » du segment [AB] ot A = (—1,0) et
B = (1,0) dans (IR?, ] |.)-

3. Trouver un espace métrique (F,d) et deux boules B et B’ de rayons res-
pectifs r < 7’ telles que B’ C B et B’ # B.

1.5 Parties convexes d’un espace vectoriel

Définition 6 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une partie A de E est
convexe lorsque pour tout (m,p) € A le segment d’extrémité m et p est encore
dans A, ce qui se traduit par :

(VA €[0,1]) ((1 — X)ym + Ap) € A.

Remarque 1.5
1. Cette notion ne dépend pas de la norme mais de la structure vectorielle
(pas de sens a priori sur les espaces métriques).

2. Pour tout a € Eet Aréelon a: (1 —X)a+ da=a.

Théoréme 1
Soit (E, | |) un espace vectoriel normé.

1. Les boules de E sont convexes.
2. Une intersection de parties convezes de E est encore convexe.

Exercice 8
Démontrer le théoréme 1.

1.6 Parties bornées d’un espace métrique, applications bornées

Définition 7 Soit A C E ou (E,d) est un espace métrique. On dit que A est
bornée dans (E,d) lorsque A est inclus dans une boule de (E,d).

Remarque 1.6
1. Noter que la notion de partie bornée dépend du choix de la distance.

2. Lorsque (E,| |) est un espace vectoriel normé, A C E est borné dans
(E,| |) lorsqu’il existe R > 0 tel que pour tout v € A on ait : |v| < R.

Exercice 9
Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Le diametre
de A est :
diam(A) = sup d(z,y).
(z,y)€A?

Démontrer que A est borné si et seulement si son diametre est fini.

Définition 8 Soient X un ensemble quelconque, (E,d) un espace métrique et
f: X — E. On dit que [ est bornée lorsque Im [ est bornée dans (E,d).

1.7 Suites dans les espaces métriques et extractions
Définition 9 Soient (E,d) un espace métrique, (u,) une suite dans E et £ € E.

On dit que la suite (uy,) converge vers £ lorsque d(tuy, {) = 0ie. :
o0

(Ve > 0)(AN € IN)(Vn = N)(d(un,t) <€)

Remarque 1.7
La notion de convergence de suites dépend de la distance (ce ne sera pas le cas
pour les espace vectoriels normés de dimension finie).



Exercice 10
Soit (E,d) un espace métrique.

1. Démontrer qu’il y a unicité de la limite pour une suite convergente.

2. Démontrer qu’une suite convergente dans (E, d) est bornée.

Définition 10 Soient (E,d) un espace métrique, (u,) une suite dans E et A € E.
On dit que X est une valeur d’adhérence de la suite (uy,) lorsque :

(Ve > 0)(YVN € IN)(In = N)(d(un,\) <¢)

Remarque 1.8

Avec les notations de la définition 10, dire que A est valeur d’adhérence de
la suite (u,) signifie exactement que pour tout ¢ > 0 et N € IN I’ensemble
Ane={n > N | d(u,, ) <€} est non vide.

Définition 11 Une extraction est une application ¢ : IN — IN strictement crois-
sante ¢ : IN — IN.

Remarque 1.9
1. Soit ¢ est une extraction. On a alors : ¢(n) = n pour tout n € IN.

En effet, si ¢p(n) > n pour un certain n € IN alors :
p(n+1) > ¢(n) =n

donc (comme n € IN) il vient p(n+1) > n+1. Comme ©(0) > 0,
on peut conclure par récurrence.

2. Soient (F,d) un espace métrique, (u,) une suite dans E et A € E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) A est valeur d’adhérence de la suite (uy,).
(i1) 11 existe ¢ extraction telle que ugy(y) = A

e Supposons (). Soit p € IN. Avec ¢ = 2P pour p € IN, l'en-
semble Ay, = {n > N | d(u,,\) < 27P} est non vide.

On définit alors correctement par récurrence une application
@ : IN — IN en posant :

©(0) = min Ay
(p+1) =min Ay ppr = min {k > @(p) + 1| d(ug, ) <277}

Pour tout p € IN on a alors : d(ug(p), ) < 27P. Par sandwich :
d(uw(p), )\) +—OO> 0.

e Supposons (ii). Soit € > 0. Il existe donc ng € IN tel que pour
tout n = ng on ait d(ugy(n), A) < €.

Soit N € IN. Alors n = max(p(N),p(ng)) = ¢(N) = N et on a
d(un, \) < e.

Théoreme 2
Soit une suite (up) convergente vers £ dans un espace métrique (E,d). Alors
toute suite extraite de (uy) converge aussi vers £.

Exercice 11
Démontrer le théoréeme 2.

Remarque 1.10

Soient (u,) et (v,) deux suites dans un espace vectoriel normé (E,| |) qui
convergent respectivement vers u € E et v € E. Alors, pour tout a et 5 dans K,
la suite (cu, + Bv,) converge vers au + Pv.

Exercice 12
On pose E = IR[X]. Soit P € E. Trouver une norme sur E telle que;

X" — P

n—-+o0o

1.8 Normes et distances équivalentes

Définition 12 Soient | | et N des normes sur un espace vectoriel E. On dit que
la norme | | est équivalente a la norme N lorsqu’il existe o > 0 et 5 > 0 tels
que :

aN <[ [ < BN,

i.e. pour tout v dans E : aN(v) < |v| < BN (v).

Remarque 1.11
1. Lorsque | | et N sont deux normes équivalentes sur E alors elles ont les
méme bornés et les méme suites convergentes.

2. Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on peut penser
a chercher une suite dans E qui converge pour une des normes et qui ne
converge pas pour l'autre norme.



3. On dit aussi que deux distances d; et do sur un ensemble E sont équiva-
lentes lorsqu’il existe & > 0 et 5 > 0 tels que :

ady < dp < Bd;.

Exercice 13 1
Sur E = C°([0,1],IR) montrer que les normes | |, : f »—>/ Iflet||o:fr
0

max_|f(t)| ne sont pas équivalentes.
z€[0,1]

2 Topologie d’un espace métrique

2.1 Ouverts d’un espace métrique

Définition 13 Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une partie O de E est
un ouwvert de (E,d) lorsque pour tout a € O il existe € > 0 tel que la boule
owverte B,(a,¢e) soit incluse dans O.

On notera Ty ou Tq Uensemble des ouverts de (E,d) : ¢’est la topologie de (E, d).

Remarque 2.1
1. Une mention spéciale sur le vocabulaire : la notion d’ouvert est relative
a Pespace métrique (F,d) ; on parle d’ouvert de (E,d) (ou de E) (et non
d’ouvert tout court).

2. 1l s’agit d’une notion permettant de traduire les propriétés « stables par
petite perturbation ».

3. E et () sont des ouverts de E.

4. Les intervalles ouverts de (IR,| |) sont des ouverts de IR.

Théoreme 3
Soit (E,d) un espace métrique.

1. Les boules ouvertes de E sont des ouverts de E.
2. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

3. Une union quelconque d’ouverts de E est encore un ouvert de E.

Exercice 14
Démontrer le théoreme 3

Remarque 2.2
Le point 2 du théoreme 3 n’est pas vrai en général pour une intersection dé-

nombrable : ﬂ ]—27",27"[= {0}.
n€lN

Exercice 15
Soit (E,d) un espace métrique.
1. Si d est la distance discréte sur E, démontrer que Tg = P(E).
2. Démontrer que tout ouvert non vide de E est réunion de boules ouvertes
de E : on dit que I’ensemble des boules ouvertes de (E, d) est une base de
la topologie 7g.

2.2 Fermés d’un espace métrique

Définition 14 Soit (F,d) un espace métrique. On dit que F C E est fermé dans
FE lorsque son complémentaire F'¢ est un ouvert de E.

Théoréme 4

Soit (E,d) un espace métrique.
1. Les boules fermées, les sphéres de E sont des fermés de E.
2. Une union finie de fermés de E est un fermé de E.

3. Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.

Exercice 16
Démontrer le théoréme 4.

Remarque 2.3

E et () sont des fermés (et des ouverts) de E. Les singletons sont des fermés de
E. Les intervalles fermés de IR, i.e. les intervalles de la forme [a, b], [a, +00] et
] — 00, a] sont des fermés de IR.

Théoréme 5 (Caractérisation séquentielle des fermés)
Soit (E,d) un espace métrique. Soit F' C E. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1) F est fermé dans E.

(2) Pour tout suite (x,,) dans F' qui converge vers{ € E, on al € F.

Exercice 17
Démontrer le théoreme 5.



2.3 Point adhérent a une partie. Caractérisation séquentielle.

Définition 15 Soit (F,d) un espace métrique. Soit A C E, non vide. On dit que
x € E est adhérent & A lorsque pour tout € >0 on a B(z,e) N A # (.
Autrement dit, x est adhérent a A lorsque pour tout € > 0 il existe a € A (qui
dépend de €) tel que d(x,a) < €.

On note A Uensemble des points de E adhérents & A : c¢’est l'adhérence de A

dans E.

Exercice 18
Soient (E, d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Démontrer que

pour tout = dans E, x € A si et seulement si dist(z, A) = 0.
Soit x € E on a les équivalences :

r€A & (Ye>0)3a. € A)(d(ae,z) < ¢)
& dist(z,A) =0

Théoréme 6 (Caractérisation séquentielle de I’adhérence)
Soit (E,d) un espace métrique. un espace vectoriel normé. Soit A C E, non
vide. Pour x € E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(H)zeA
(2) 1l existe une suite (a,) dans A telle que a, el
o0

Exercice 19
Démontrer le théoreme 6

Corollaire 6.1
Soit A une partie d’un espace métrique (E,d). Alors A est fermé dans E si et
seulement si A = A.

Exercice 20
Démontrer le corollaire 6.1.

Théoréme 7 -
Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Alors A est le plus petit fermé de E
qui contient A.

Exercice 21
Démontrer le théoréme 7.

Exercice 22
Soient (E,d) un espace métrique et (u,) une suite dans E. Démontrer que
l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,) est un fermé de E.

2.4 Voisinages

Définition 16 Soit (E,d) un espace métrique et a € E. Une partie V est appelée
voisinage de a dans E lorsqu’il existe un ouvert O de E tel que :a € O C V.
On note V(a) l'ensemble des voisinages de a dans E

Théoréme 8
Soit a € E ot (E,d) est un espace métrique.

1. E€V(a).
2. Soit Ve V(a). Si W est une partie de E qui contient V alors W € V(a).

3. V(a) est stable par intersection finie.

2.5 Points intérieurs, frontiere

Définition 17 Soient (E,d) un espace métrique et a € A C E. On dit que a est
intérieur a A lorsqu’il existe £ > 0 tel que B(a,e) C A.
On note A l’ensemble des points intérieurs a A : c’est Uintérieur de A

Théoréme 9
Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E,d) on a :

I.AcCB=ACBeACB.
s /; J—
2. ENA=E\AetE\A=FE\A.

Théoreme 10
Avec les notations de la définition 17 :

1. A estle plus grand ouvert contenu dans A ;
2. A est un ouwvert de (E,d) si et seulement si A= A.

Exercice 23
Démontrer le théoreme 10.



Définition 18 Soient (E,d) un espace métrique et A C E. La frontiére de A est
0A = A\ A.

Théoreme 11
Soient (E,| | un espace vectoriel normé, a € E et r > 0. Alors :

o]
—

By(a,r) = By(a,r), Bf(a,r) = By(a,r), 0Bs(a,r) = 0Bs(a,r) = S(a,r).

Exercice 24
Trouver un espace métrique mettant en défaut les égalités du théoreme 11

Exercice 25
Soient (E,| |) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E
d’intérieur non vide. Que dire ?

2.6 Parties denses d’un espace espace métrique

Définition 19 Soit (E,d) un espace métrique. On dit que A C E est dense dans
E lorsque A= F.

Remarque 2.4
Avec les notations de la définition 19, A est un ouvert dense de E si et seulement
si son complémentaire est un fermé sans intérieur de F.

Théoréme 12
Soient (E,d) un espace métrique et A C E. Les propriétés suivantes sont équi-
valents.

(1) A est dense dans E.

(it Tout élément de E est limite d’une suite d’éléments de A.

(#91) A rencontre toute boule ouverte de E de rayon r > 0.

(iv) A rencontre tout ouvert non vide de E.

~—

<

2.7 Invariance des notions topologiques pour des distances équi-
valentes.

Théoréme 13

Soient E un ensemble, di et dy deuz distances équivalentes sur E.

1. (E,dy) et (E,d2) ont les méme suites convergentes et les limites
pour dy et dy sont les mémes.

2. Les fermés, les ouverts, les parties bornées, les intérieurs, les
frontiéres, les adhérences de (E,dy) et de (F,ds) coincident.

3. Les motions d’applications continues et uniformément conti-
nues, de limites de fonction coincident pour (E,dy) et de
(E,d2) (voir le paragraphe correspondant plus bas).

4. (E,dy) et (E,d2) ont les mémes suites de Cauchy, méme par-
ties compactes, méme parties complétes.

3 Complétude

3.1 Généralités

Définition 20 Une suite (u,) dans un espace métrique (E,d) est dite de Cauchy
lorsque :

(Ve > 0) (3N € IN) (Vp = N) (Vg = N) (d(un, uq) <€)

Théoréme 14
Soit (uy) une suite dans un espace métrique (E,d).

1. Démontrer que si la suite (uy,) est de Cauchy alors elle est bornée.
2. Démontrer que si la suite (up) converge alors elle est de Cauchy.

3. Démontrer que si la suite (uy,) est de Cauchy et admet une valeur d’adhé-
rence £ alors elle converge vers (.
En particulier, une suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérence.

4. On pose pour n € IN : Q, = {u | k = n}. Démontrer que la suite (u,)
est de Cauchy si et seulement si diam(€,) = 0.
o0

Exercice 26
Démontrer le théoreme 14.

Définition 21 1. Un espace métrique (E,d) est dit complet lorsque toute suite
de Cauchy dans E est convergente.

2. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Remarque 3.1
1. Par construction (IR, | |) est complet.

2. En conséquence immédiate (C, | |) est complet.



Théoréme 15

Soit X un ensemble non vide. Alors l’ensemble B(X,K) des fonctions bornées
de X dans K=1R ou C, muni de | |, est un espace de Banach.

Exercice 27

Démontrer le théoreme 15

Remarque 3.2
Notons que K" = B(X,K) avec X = {1,...,n} et ainsi (K", | | ) est complet.

Exercice 28
Démontrer que ¢2(IN, C) muni de la norme | |, est un espace de Banach.

3.2 Propriétés importantes des espaces complets

Théoreme 16
Soit (E,d) un espace métrique complet et FF C E. Alors F' muni de la distance
induite est complet si et seulement si F' est fermé dans E.

Exercice 29
Démontrer le théoreme 16.

Théoréme 17
Dans un espace de Banach, l’absolue convergence d’une série implique sa conver-
gence.

Exercice 30
Démontrer le théoreme 17.

Exercice 31
1. Lemme de Baire. Soient (F,d) un espace métrique complet et (F,) une
suite décroissante de fermés non vide de E telle que diam(F},) e 0 alors
o0

ﬂ F,, est un singleton.
n€lN
2. Donner un exemple d’espace métrique et de suite décroissante (F,,) de
fermés non vides de E telle que ﬂ F, =0 et diam(F,) -» 0.
nelN

Exercice 32
Soit (E,d) un espace métrique. Démontrer que « toute suite de Cauchy de FE
converge quelque part ».

4 Limites et continuité des fonctions entre espaces
métriques

4.1 Limites et continuité en un point
Définition 22 Soient (E,d) et (F,6) deur espaces métriques, a € A ot A est
une partie non vide de E, f: A— F et € F.

1. On dit que f admet ¢ pour limite en a et on écrit f(x) — ¢, lorsque :
r—a
(Ve > 0)(Fa > 0)(Vz € A)(d(z,a) < a=6(f(x) — ) < e¢).

2. Lorsque a € A, on dit que f est continue en a si f(x) — f(a).

8. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A. On
note CO(A, F) l’ensemble des applications continues de A dans F.

Remarque 4.1
1. Tl y a unicité de la limite lorsqu’elle existe.

2. Une fonction qui a une limite en a est bornée au voisinage de « : il existe
r > 0 tel que f soit bornée sur AN B(a,r).

3. Les notions de limite en un point et de continuité en un point sont locales :
par exemple, avec les notations de la définition, f est continue en a si et
seulement si il existe V € V(a) tel que f |v est continue en a.

4. La norme d’un espace vectoriel normé est continue, les applications coor-
données de IR" sont continues sur IR" (muni de | |, pour l'instant).

Théoréme 18 (Caractérisation séquentielle de la limite et de la continuité)
Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques, A une partie non vide de F,
f:A=F.

1. Lorsque a € A et £ € F, les propriétés swivantes sont équivalentes.
(i) fla) .
(i1)  Pour toute suite (x,) dans A telle que Toaona f(zn) . L.
o0 o0

2. Lorsque a € A, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i)  f est continue en a.

(ii)  Pour toute suite (x,) dans A telle que xy, Tpaona f(zn) = f(a).

Théoréme 19
Toute fonction lipschitzienne entre espace métrique est continue



4.2 OQOpérations classiques sur les fonctions continues.
Théoréeme 20
Sotent (E,d) un espace métrique, (F,| |z) un espace vectoriel normés.
1. Toute combinaison linéaires de fonctions continues sur A est
continue sur A : C°(A, F) est un sous-espaces vectoriel de FA.

2. Le produit de deux fonctions continues sur A a valeurs dans K
est encore une fonction continue sur A.

3. Sous réserve d’existence, le quotient de deuz fonctions conti-
nues sur A & valeurs dans IR, est une fonction continue sur A.

4. Composition. Si f est continue, si B est une partie de F
contenant f(A) si g: B — G est continue ot G est un espace
vectoriel normé, alors go f est continue.

Remarque 4.2
En particulier les fonctions polynomiales et les quotients de fonctions polyno-
miales sur IR (lorsque. ..) sont continues.

4.3 Caractérisation globale de la continuité

Théoréme 21
Soient (E,d),(F,d) deux espaces métriques et f : E — F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.

(1) f est continue (sur E).

(i1)  Pour tout ouvert O de F, limage réciproque f~1(O) est un ouvert de E.

(iii)  Pour tout fermé F de F, l'image réciproque f~1(F) est un fermé de E.

Remarque 4.3
Ce théoreme est tres utile pour démontrer que certaines parties sont des ouverts
ou des fermés d’'un espace métrique.

Exercice 33
Démontrer le théoreme 21.

Exercice 34
Justifier que ]0, 1[" est un ouvert de (IR?, | |,). -

Exercice 35
Soit (E, d) un espace métrique (non vide).
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1. Soit F un fermé non vide de E. Montrer que = € E \ F si et seulement si
dist(z, F') > 0.

2. Démontrer que tout ouvert de F est une union dénombrable de fermés de
E.

4.4 Compléments

Théoréme 22 (Prolongement des identités)
Soient (E,d),(F,§) deuz espaces métriques. Si deux fonctions continues f : E —
F et g: E — F coincident sur une partie dense de E alors elles sont égales.

Exercice 36
Démontrer le théoreme 22.

Définition 23 Soient (E,d),(F,d) deux espaces métriques et f : E — F. On dit
que f est un homéomorphisme lorsque :

1. f est bijective;

2. f est f~1 sont continues.

Remarque 4.4
Un homéomorphisme entre deux espaces métriques F et F est une application
ouverte : elle transforme un ouvert de F en un ouvert de F.

En effet, soit @ un ouvert de E. Comme f~! est continue,
(f~H7HO) est un ouvert de F.
—_——

=f(0)

4.5 Applications uniformément continues

Définition 24 Soient (E,d),(F, ) deux espaces métriques et f : E — F. On dit
que f est uniformément continue lorsque :

(Ve > 0)(Fa > 0)(V(x,y) € E*)(d(w,y) < a = 3(f(x), f(y) <e).

Théoréme 23 (Caractérisation séquentielle de I"uniforme continuité)
Soient (E,d),(F,0) deuz espaces métriques et f : E — F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.
(i)  f est uniformément continue.
(i14) Deés que (up) et (v,) sont des suites dans E telles que
d(up, vy) +—OO> 0ona: 5(f(un)7 f(vn)) +—Oo> 0.



Exercice 37
Démontrer le théoréme 23.

Exercice 38
Démontrer que la fonction z — 2 n’est pas uniformément continue sur IR".

4.6 Le théoreme du point fixe de Picard

Théoréme 24 (Le théoréme du point fixe de Picard)

Soient (E,dist) un espace métrique complet et f : E — E. On suppose que f
est une contraction stricte i.e. il existe k € [0, 1] tel que pour tout (z,y) € E>
on ait dist(f(x), f(y) < kdist(x,y).

Pour tout ug € E on considére la suite (up)new définie par : upr1 = f(uy)
pour tout n € IN.

Alors f admet un unique point fize £, et que pour tout x € E la suite des itérés
(f™(x)new converge vers £ avec :

n

dist(f"(x),£) < T %

dist(f(x), z).

Exercice 39
Démontrer le théoreme 24.

Corollaire 24.1

Soient (E,dist) un espace métrique complet et f : E — E. On suppose qu’il
existe p € IN tel que fP soit une contraction stricte. Démontrer que f admet un
unique point fixe £.

Exercice 40
Démontrer le corollaire 24.1.

5 Quelques notions importantes

5.1 Produit fini d’espaces métriques ou d’espaces vectoriels nor-
més

Exercice 41

Soient n € IN* et pour k € {1,...,n}, (Eg,di) des espaces métriques. Pour

n

,Yn) dans F = H E}, on pose :
k=1

x=(x1,...,2,) et y = (y1,...

doo(z,y) = max dp(zk, yk)-

1<k<n
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1. Démontrer que ds, est une distance sur E : c’est la distance produit.

2. Pour tout k € {1,...,n} on considere la fonction (projection sur le facteur
Ek) :
E — Ej
Pk =
(T1,...,Tn) +—> Tk

a) Démontrer que chaque pj est continue.

b) Soit k € {1,...,n}. Démontrer que py est « ouverte » i.e. transforme
un ouvert de F en un ouvert de Ej.

c¢) Les projections sont-elles « fermées » ?
d) Pour tout k € {1,...,n} on considére un ouvert Oy, de Ej. Démontrer
n

que O = H O; est un ouvert de E.
i=1
La réciproque est-elle vraie ?

Remarque 5.1
On définit de la méme maniere une notion d’espace vectoriel normé produit. . .

5.2 Fonctions composantes

Définition 25 Soient (E,d) un espace métrique, p € IN* et pour k € {1,...,p},
P

(Fx,di) des espaces métriques. On note F = HFi que ’on munit de la dis-

i=1
tance doy. Soient A C E et f : A — F. Pour tout x dans E on peut écrire

f@) = (fi(@), -, fp(2))

Ces fonctions fr : E — Fy, s’appellent les fonctions composantes de f.

Remarque 5.2
Penser au cas particulier F, = IR pour tout k € {1,...,p}.

Théoréeme 25 o
On reprend les notations de la définition 25 et on considére a € A.

1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) imf = ¢.
a
(2) Pour tout k € {1,...
pour limite £ en a.

,p}, la fonction fr : E — Fj admet

2. Lorsque a € A, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) f est continue en a.

(2) Pour tout k € {1,...,p}, la fonction fi est continue en a.



5.3 Topologie trace, points isolés

On consideére ici une partie non vide A d’un espace métrique (F,d). Alors
(A,da), ot da est la restriction de d & A?, est un espace métrique. Mais il
faut avoir a l’esprit que beaucoup de choses peuvent avoir changées, puisque,
poura € Aetr>0,ona:

By, (a,r) = By(a,r) N A.

Théoréme 26
Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d).

1. Les ouverts de (A,da) sont exactement les traces sur A des ouverts de
(E,d) c’est a dire les parties de A de la forme O N A ot O est un ouvert
de E.

2. Les fermés de (A,d4) sont exactement les traces sur A des fermés de
(E,d) c’est a dire les parties de A de la forme FN A o F est un fermé
de E.

Exercice 42
Démontrer le théoreme 26.

Exercice 43
[0, 1] est-il fermé ? ouvert ?

Définition 26 Soient (E,d) un espace métrique et A C E.

1. Sia € A, on dit que a est un point isolé de A lorsque {a} est un ouvert
de A.

2. On dit que A est discréte lorsque tous ses points sont isolés.

Remarque 5.3
Avec les notations ci-dessus, lorsque A est discrete, T4 = P(A) : c’est la méme
topologie que celle induite par la distance discrete 6 sur A.

Exercice 44
Démontrer que toute partie discréte de (IR,| |) est dénombrable. Y-a-t-il réci-
proque ?
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6 Applications linéaires continues

6.1 Le théoréme fondamental

Théoréme 27
Soient E et F des espaces vectoriels normés avec E # {0} et f € L(E,F). Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) [ est continue.
(2) f est lipschitzienne.
(8) | est uniformément continue.
(4) Il existe xg € E tel que f est continue en xg.
(5) f est continue en 0.
(6) 1I existe une boule de rayon € > 0 ot f est bornée.
(7) [ est bornée sur la boule unité fermée de E
(8) BM > 0)(¥o € E)(If @)y < M |al).

(9) f transforme les bornés de E en bornés de F.

Exercice 45
Démontrer le théoréme 27.

Exercice 46
On pose E = IR[X]. Pour P € E, il existe une suite (a,) presque nulle telle que
P = Zaan et on pose |P| = sup |ay].
n>0 nelN
Démontrer que D : P — P’ n’est pas continue.

Exercice 47
Avec les notations du théoreme 27, démontrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(2) f n’est pas continue.
(#i) 1l existe une suite (x,) dans E telle que pour tout
ne€lNona |f(zn)|r=1e€t z, ?O.
(o)

(731) Il existe une suite (y,) dans la spheére unité de F telle
que [ f(yn)lp +—Oo> +o0.



6.2 Normes d’opérateurs

Définition 27 Soient E et F des espaces vectoriels normés avec E # {0} et
f€L(E,F). Pour f € L.E,F), espace des applications linéaires continues de
FE dans F', on note :

17 = sup |F(2)]p-
x€ESE

Remarque 6.1

Noter que si f € LAE,F), f € LE,F), selon le point 8 du théoréeme 27, il
existe M € IR™ tel que pour tout x € F on ait | f(2)]z < M |z| -

Ainsi, pour tout + € Sg = {z€E||z|p=1}, |f(z)] < M, donc
{lf(z)|z | = € Sg} est une partie non vide et majorée de IR, ce qui assure
que || f]|| est correctement définie dans IR.

Exercice 48
Soit a > 0. Démontrer que :

1 :Sup{m lze E\{O}} =sup{”“‘”)”f’ B eB(&a)\{O}},

E415 2] &

ot B(0,a) désigne la boule fermée de centre O et de rayon .

Remarque 6.2
Avec les notations ci-dessus, pour f € L.(E, F) on a, d’apres l'exercice 48, pour
tout x € E :

1f @) <] g-
De plus || f|| est le plus petit réel M tel que pour tout « € E : | f(2)|p < M |z| 5 -

Théoréme 28
Avec les notation de la définition 27, si de plus G est un espace vectoriel normé
et si g € L(F,G) alors go f € L(E,G) et :

llg o £ < gl A1l

Exercice 49
Démontrer le théoreme 28
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Exercice 50
On considere E = C°(]0,1],1R) et pour f dans E on pose :

0,1] — R
Fr = * .
f x — / f
0
. E — FE
Soit ¢ = ( ¢ — F >
1. On munit E de la norme | | . Démontrer que ¢ est continue et trouver
lell-
2. On munit E de la norme | |;. Démontrer que ¢ est continue et et trouver
lell-

Exercice 51
On considere E = C™ et une matrice A € M, (C) est considérée comme un
endomorphisme de F.

1. Dans le cas ou E est muni de | |, démontrer que A € L.(F) et détermi-
ner [l A].

2. Dans le cas ot E est muni de | |, démontrer que A € L.(E) et déterminer

IAll-

7 Compacité

7.1 Définition séquentielle

Définition 28 Un espace métrique (E,d) est dit compact lorsque toute suite dans
E admet une valeur d’adhérence.

Remarque 7.1
1. La compacité est une notion intrinseque : elle ne dépend pas de ’espace
ambiant. Si K est un compact de E' et £ C E’ alors K est un compact de
E'.
2. Tout segment de IR est compact.

On démontre ce point. Soient a < b dans IR et (u,) une suite
dans [a, b].

e On va construire par récurrence une suite [a,, b,] de segments
de [a, b] telle ensemble {k € IN | uy, € [an,b,]} soit infini.

On suppose pour un certain n que [an,bn] est construit. Au
moins 1'un des deux intervalles [2=t2= b, ] et [a,,, 2E22] pos-
sede la méme propriété : on a ainsi construit [a,+1,bnt1].



On prend ag = a et by = b pour initialiser.
Les suite (a,,) et b,) sont adjacentes :
méme limite ¢ € [a, b].

elles convergent vers la

e On va construire par récurrence une extraction ¢ : IN — IN

telle que wuy(y) +—> £. On pose ¢(0) = 0. Supposons que
©(0),...,p(n) sont construits. On pose alors :

on+1) =min{k > ¢o(n) | ug € [ant1,bn+1]}-

partie non vide de IN

On a alors, pour tout n € IN : a, < uy(,) < by : par sandwich,
— /.
Uep(n) T2

Exercice 52
Démontrer qu’'une partie compacte et discrete d'un espace métrique (E,d) est
finie.

7.2 Propriétés

Théoréme 29
Une suite dans un compact qui admet une seule valeur d’adhérence est conver-
gente.

Exercice 53
Démontrer le théoreme 29.

Théoreme 30
Tout espace métrique compact est complet.

Exercice 54
Démontrer le théoreme 30.

Théoréme 31
Soit K un compact d’un espace métrique (E,d). Alors K est fermé et borné
dans (E,d).

Exercice 55
Démontrer le théoreme 31.
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Exercice 56
On considére l'espace vectoriel E = C°([0,1],C) muni de la norme |f|, =

1
/ )P dt.
0

1. Justifier que F est de dimension infinie.
2. Pour n € IN on considere ¢, : x > 2777,

a) Montrer que (¢,,) est une suite la sphere unité de E.
b) Démontrer que pour tout p # g dans IN on a : ¢, — @ql, = V2.

c¢) Démontrer que (¢,,) n’admet pas de sous-suite convergente.

3. La réciproque du théoreme 31 est-elle vraie ?

Exercice 57
Démontrer que SLy(IR) n’est pas compact dans My (IR) muni de | |,.

Théoréeme 32
Soient (E,d) un espace métrique compact et A C E. Alors (A,da) est compact
si et seulement si A est fermé dans E.

Démonstration.
e Si A est compact, A est fermé dans E d’apres le théoreme 31.

e Supposons que A soit fermé dans E. Soit (z,,) une suite dans A. Comme E
est compact il existe une extraction ¢ telle que z () +—> ¢ € E et on a donc
o0

¢ € A= A. Ainsi toute suite dans A admet une valeur d’adhérence dans A. O

Exercice 58
Soient (F,d) un espace métrique et K ’ensemble des parties compacte de E.

1. Démontrer que I est stable par union finie.

2. Démontrer que K est stable par intersection quelconque non vide.

Théoréeme 33
Un produit fini de compact est compact.



Démonstration. e Soient (F1,d;) et (Ea,d2) deux espace métriques compacts.
On montre que l'espace produit E = FE; x FE5 est compact pour la distance
produit dg..

Soit (u,) une suite dans E. Pour n € IN on peut écrire u, = (z,,y,) ol
r, € Fy et y, € E5. Par compacité de Fi, il existe a extraction telle que
To(n) +—o<>> ¢ € Ey. Puis posons pour n € IN : 2, = yq(n). Par compacité de Es,

il existe S extraction telle que

ZB(n) — A€ Es.
—— T

=YaoB(n)

Il en résulte que uqop(n) — (¢, A) puisque :
+oo

doo(uaoﬁ(n)a (67 )‘)) <dp (xaoﬂ(n)a ﬂ) + dQ(yao,ﬁ(n)a )‘) +‘oo> 0.

e On généralise a tout produit fini par récurrence. O

Corollaire 33.1
Les compacts de (IR",| |,) sont exactement les parties fermées et bornées de

(K™ 1 o)

Démonstration. Soit A une partie fermée et bornée de (IR",| | ). On peut
donc inclure A dans un pavé K (produit de segments de IR) qui est un compact
d’apres le théoreme 33. Comme A est fermé dans K, il est compact d’apres le
théoreme 32. O

Théoréme 34
Une suite décroissante de compacts non vides a une intersection non vide.

Exercice 59
Démontrer le théoreme 34.

7.3 Compacité et continuité

Théoreme 35
L’image continue d’un compact est un compact.
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Exercice 60
Démontrer le théoréme 35.

Théoreme 36
Soient K un compact non vide et f : K — IR continue. Alors f est bornée et
atteint ses bornes.

Exercice 61
Démontrer le théoreme 36.

Théoréme 37 (Heine)
Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

Exercice 62
Démontrer le théoreme 37.

Théoréme 38 (Théoréme de Poincaré)
Soient (E,d), (F,d) deuz espaces métriques avec E compact et f : E — F
continue et injective. Alors f induit un homéomorphisme de E sur f(FE).

Exercice 63
Démontrer le théoreme 38.

8 Espaces vectoriels de dimension finie

8.1 L’équivalence des normes

Théoréeme 39
Sur un espace vectoriel sur K = IR ou C de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes.

Exercice 64
1. Démontrer que sur IR™, toutes les normes sont équivalentes a | | .
On pourra utiliser les théoremes 33.1 et 36.

2. En déduire une démonstration du théoreme 39.



8.2 Conséquences

Corollaire 39.1
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

1. E est complet.
2. Les compacts de E sont exactement les parties fermés bornées de E.
8. Toute suite bornée dans E admet une valeur d’adhérence.

4. Toute suite bornée de E qui admet une seule valeur d’adhérence converge.

Exercice 65
Démontrer le corollaire 39.1.

Théoreme 40
Soient (E,| |) est un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E, alors F' est fermé dans E.

Exercice 66
Démontrer le théoreme 40.

Exercice 67
Soit M € M,,(IR). Démontrer que exp(M) est un polynéme en M.

8.3 Suites convergentes dans un espace vectoriel de dimension
finie
Théoréme 41

Soit B = (e1,...,ep) une base d’un espace vectoriel normé (E, | |) de dimension

P
finie et (u,) une suite dans E. Pour tout n € IN on écrit u, = ka(n)ek.
k=1

n
Pour f = Z lrey € E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
k=1
(1) La suite (u,) converge vers £ dans (E,| |).

(2) Pour tout k € {1,..
K.

., P}, la suite (xr(n)) converge vers ), dans
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8.4 Limite et continuité en dimension finie

Soient (E, | |z) un espace vectoriel normé, (F,| |z) un espace vectoriel normé
de dimension finie, A C E, f : A — F. Lorsque 8 = (ey,...,€p) est une base de
F', pour tout x dans E on peut écrire :

P

f@)=>" filx)e,

i=1

ou f;(z) est la i-itme coordonnées de f(x) dans (. Cela définit des applications
fi + B — K appelés les composantes de f dans [, et on écrit :

f=U 0 fp)

Théoréme 42

Soient (E,| | ) un espace vectoriel normé, (F,| | ) un espace vectoriel normé
de dimension finie, ACE, f: A— F,ac A. Soient B = (e1,..
de F' « dans laquelle on écrit » on écrit f = (f1,..., fp)-

., €p) une base

1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) imf = ¢.
a

(2) Pour tout k € {1,...
pour limite Uy en a.

, 0}, la fonction fir : E — K admet

2. Lorsque a € A, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est continue en a.

(2) Pour tout k € {1,...,p}, la fonction fi est continue en a.

8.5 Continuité des applications linéaires, multilinéaires et poly-
nomiales
Théoreme 43

Soient (E,| |z) un espace vectoriel normé de dimension finie, (F,| |z) un
espace vectoriel normé, f € L(E, F). Alors [ est continue.

Démonstration. Soit 8 = (ey,...,e,) une base de E. Pour x dans E écrit

T = Z)‘iei dans la base 3, on pose : Ni(z) = Z [Ail -
i=1

i=1



On a ainsi définie une norme sur E. On a alors, pour tout x € FE, écrit
xr = E /\iei :
i=1

n

If(@)]p = < ;IMI ”f(ji)HF’

F

ot M = max | f(e:)|p-

e < MZ\AI

donc continue de (F, Nl) dans (F,| | z)-
Enfin | | est équivalente & Ny : il existe donc B > 0 tel que N; < B| | donc
[ est également lipschitzienne (donc continue) de (E, | |5) dans (F,| |) O

Ainsi || f(z MN;i(x) : Dapplication f est M-lipschitzienne

Une application f
,D} et tout

Définition 29 Soient Ey,...,E, des espaces vectoriels.
Ey x ... x E, est dite p-linéaire lorsque pour tout i € {1,...
(x1,...,2p) € Ex,...,E, Uapplication :

fi:fo(‘le"?

Tim1, T, Tit1,- - Tp)

est linéaire de E; dans F'.

Théoréme 44
Avec les notations de la définition 29, lorsque les E; sont tous de dimension
finie, les application p-linéaires sont continues.

Remarque 8.1
Le produit matriciel (A, B) — AB est continue.

Exercice 68
1. Justifier la phrase suivante : « localement le rang ne peut qu’augmenter ».
2. a) Démontrer que GL,(IR) est un ouvert dense de M, (IR).

b) En déduire que si A et B sont dans M, (IR) alors AB et BA ont le
méme polynoéme caractéristique.
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9 Connexité

Notation. Dans toute cette partie, lorsque A et B sont deux parties d’un en-
semble X, on écrira £ = AL B lorsque E = AUB et ANB = (.

9.1 Généralités

Définition 30 Un espace métrique (E,d) est dit connexe si les seuls ouverts-
fermés de E sont () et E.

Théoreme 45
Soit (E,d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) (F,d) est conneze

(ii) Il n'existe pas de partition stricte de E en deux ou-
verts ou en deuz fermés de E i.e. si A et B sont deux
parties de E avec AUUB = FE et A et B ouverts (ou
fermés) dans E alors A=0 ou A=E.

Exercice 69
Démontrer le théoréme 45.

Remarque 9.1

La connexité sert a prouver des propriétés universelles. Plus précisément, si
(E,d) est un espace métrique connexe et si P(z) est une propriété qui dépend
de x dans E, pour montrer que P(x) est vraie pour tout & dans E, on consi-
dere 'ensemble A = {z € FE | P(z) est vraie} et on montre successivement que
A # (), A est ouvert dans F puis A est fermé dans F, ce qui démontre que
A=FE.

Exercice 70
1. Décrire explicitement tous les espaces métriques discrets connexes.

2. Q muni de la distance induite par celle de IR est-il connexe ?

Remarque 9.2
1. (, un singleton sont des espaces connexes.

2. IRx est disconnexe puisque IR* = IR’} UIRZ et RY et IR sont des ouverts
de IR* par trace.



Théoréme 46
IR est conneze.

Exercice 71
Démontrer le théoreme 46.

Définition 31 Soient (E,d) un espace métrique et A C E. On dit que A est un
sous-espace connexe lorsque (A,d4) est un espace métrique conneze.

Exercice 72
Démontrer que si A est une partie connexe de IR alors A est un intervalle.

9.2 Propriétés des espaces connexes

Théoréme 47 B

Soient (E,d) un espace métrique, A C B C A C E. On suppose que A est
connexe. Alors B est conneze et en particulier A est connexe.

Démonstration. Soient O; et Oy des ouverts de B tels que :
B=0;U0,.

On pose Uy = O1NA et Uy = Oy N A, qui sont tous les deux des ouverts de A
par trace.

De plus on a A = Uy U Us. Par connexité de A, il vient (quitte & changer les
indices) Uy = () et Uy = A. Ainsi :

O1NA=10
ACOQ

Supposons un instant que O # (. Tl existe alors x € O; ¢ B C A. Comme
AN B = B, z est adhérent & A dans B donc A rencontre tout voisinage de x et
ainsi O1 N A # () ce qui est absurde.

En définitif on a O; = () et O = B : B est connexe selon le théoréme 45. Il

Théoréme 48
Soient (E,d) un espace métrique, (A;)icr une famille non vide de sous-espaces
connezes de E telle que ﬂ A; £ 0.
iel
Alors U A; est conneze.
=
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Démonstration. Notons A = U A;. Soient O7 et Os des ouverts de A tels que :
iel

O1U0O, =A
O0.NOy =0

Pour tout ¢ € I, on a 'alternative suivante :
— ou bien A; C 01;
— ou bien A; C Os.
En effet A; N Op et A; N O3 sont des ouverts disjoints de A; et on a :

A =(A;NO)U(A;NOs),

ce qui ameéne par connexité de Ay soit 4; N O1 = B soit 4; N O1 = A,.

Prenons maintenant x dans ﬂ A; C A= 01U0s. Quitte a changer les indices,
i€l

on a x € Op. Ainsi, pour tout i € I on a A; N O # (), ce qui force, avec

I’alternative précédente, A; C O;.

Il vient donc : A C O; : A est connexe. [l

Exercice 73
Soient (E,d) un espace métrique, (Ag)rez une famille de sous-espaces connexes
de E telle que pour tout k € Z on ait : Ay N Axyq # 0.

Démontrer que U Ay, est connexe.
keZ

9.3 Composantes connexes

Théoréme-définition 49
Soient (E,d) un espace métrique et a € E.

1. L’ensemble des connexes de E qui contiennent a admet un plus grand
élément pour l'inclusion appelé composante connexe de a dans E.

2. Deux composantes connexes de E sont soit disjointes, soit égales.

3. Une composante connexe de E est fermée dans E.

Exercice 74
Démontrer le théoréme 49.



Définition 32 Un espace métrique est dit totalement disconnexe lorsque toutes
ses composantes connexes sont réduites a un point.

Exercice 75
1. Justifier qu’'un espace métrique discret est totalement disconnexe.

2. Démontrer que Q est totalement disconnexe.

9.4 Connexité et applications continues

Théoréme 50

L’image continue d’un connexe est un connexe. Autrement dit si f : B — F est
continue ot (E,d), (F,§) sont des espaces métriques et si E est connexe, alors
f(E) est connexe.

Exercice 76
Démontrer le théoreme 50.

Exercice 77 o
Démontrer que | — 1, 1] est connexe puis que IR est connexe.

Corollaire 50.1
Soient (E,d) un espace métrique connexe non vide, (F,d) un espace métrique
discret. Si f : E — F est continue alors f est constante.

Démonstration. Comme F est connexe et f continue, f(E) est un sous-espace
connexe de F' donc un singleton. O

Exercice 78
Déterminer toutes les fonctions continues f : IR — IR telles que pour tout x
dans IR on ait : f(x)? —3f(z) —2=0.

Théoréme 51
Les parties connexes de IR sont exactement les convezes de IR i.e. les intervalles
de IR.

Exercice 79
Démontrer le théoréme 51

Corollaire 51.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Limage continue d’un intervalle par une fonction continue a valeurs dans IR
est un intervalle.
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9.5 Produit fini de connexes

Théoréme 52 n
Soient (E;,d;) des espaces métriques (pour i € {1,...,n}) et E = HEl les-
i=1

pace métriques produit. Alors E est connezxe si et seulement si chaque E; est
connexe.

Démonstration.
e Si F est connexe, chaque projection est continue, donc chaque F; est connexe.

e Je démontre le résultat pour n = 2 (faire une récurrence apres).
Soit m = (x(),yo) € E=F| x E,.
On note C' la composante connexe de m et on montre que C' = E.

Pour tout y € Es, (z9,y) est dans C car {x;} X Ey est connexe (puisque ho-
méomorphe & Fs) et contient m et (zq,y).

Si maintenant (x,y) € E, (z,y) est aussi dans C car F; X y est connexe (puisque
homéomorphe a E7) et contient m et (x,y). O

Remarque 9.3
Ainsi IR" est connexe.

10 Connexité par arcs

10.1 Généralités

Définition 33 Un chemin dans un espace métrique (E,d) est une application
continue c: [0,1] — E.

Définition 34 Soit (E,d) un espace métrique et A C E.

1. On dit que E conneze par arcs lorsque deux points quelconques de E sont
reliés par un chemin dans E.

2. On dit que A est connexe par arcs lorsque (A,da) est connexe par arcs.



Remarque 10.1
1. Si (F,d) est un espace métrique, si z, y et z sont dans E et si ¢; est un
chemin de = a y dans E, ¢ un chemin de y a z dans E alors :

. Cl(Qt)
crte {CQ(%— 1/2)

site(0,1/2]
sitel1/2,1]

est un chemin de = a z dans F.
2. Toute partie convexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs.

3. Toute partie étoilée A d’un espace vectoriel normé (i.e. une partie A de F
telle que tout point de A est relié & un point fixe zg dans A par un chemin
dans A) est connexe par arcs.

10.2 Propriétés des espaces connexes par arcs

Théoréme 53
Soient (E,d) un espace métrique, (A4;)ic; une famille non vide de sous-espaces
connexes par arcs de E « qui s’intersectent deuxr a deuz ».

Alors U A; est connexe par arcs.
iel

Exercice 80
Démontrer le théoreme 53.

10.3 Composantes connexes par arcs

Théoréme-définition 54
Soient (E,d) un espace métrique et a € E.

1. L’ensemble des connexes par arcs de E qui contiennent a admet un plus
grand élément pour linclusion appelé composante connexe par arcs de a

dans E.

2. La composante connexe par arcs de a est incluse dans la composante
conneze de a.

3. Deux composantes connexes par arcs de E sont soit disjointes, soit égales.

4. Deux points de E appartiennent a une méme composantes connexe par
arcs si et seulement s’ils sont reliés par un chemin dans E.

Exercice 81
Démontrer le théoreme 54.
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10.4 Connexité et applications continues

Théoreme 55
L’image continue d’un connexe par arcs est un connexe par arcs.

Exercice 82
Démontrer le théoreme 55.

10.5 Connexité par arcs versus connexité

Théoréme 56
Tout espace connexe par arcs est connexe.

Exercice 83
Démontrer le théoreme 56.

Exercice 84

On pose A= {(z,y) eR* |z > et y=sin(l/z)} et X = AN{(0,0)}.
1. Démontrer que A est connexe par arcs et que A est connexe.
2. Démontrer que si m € A alors A\ {m} et X \ {m} sont disconnexes.
3. Démontrer que X n’est pas connexe par arcs.

11 Compléments

11.1 Produit dénombrables d’espaces métriques

Exercice 85
Soit (Epn,d,) une famille d’espace métriques telle que chaque distance d,, soit

bornée par 1. On considere I’ensemble produit £ = H E,,. Ainsi, tout élément
ne€lN
x de E s'écrit © = (z,)new ol chaque xy, est dans Ey.
On fixe X > 1 réel.
1. Démontrer que 'on définit correctement une distance sur E en posant,
pour & = (Zp)neN €t ¥ = (Yn)new dans E :

+oo
d)\({,E7 y) = Z )‘_ndn(xna yn)
n=0

2. On note T, l'ensemble des ouverts de (E, dy).

Soit B l'ensemble des parties de E de la forme H O,, ou la famille
nelN
(On)nen vérifie :



— Pour tout n € IN, O,, est un ouvert de F, ;
— L’ensemble des n entiers tels que O,, # E,, est fini.

a) Démontrer que B C Ty.

b) Démontrer que B est une base de T i.e. que tout ouvert de E est union
d’éléments de B.

3. Pour chaque n € IN on note pr,, : £ — E, la projection naturelle. Démon-
trer que T est la moins fine des topologies métriques qui rendent continue
toutes les applications pr,,, i.e. si Ty est 'ensemble des ouverts de (E, J)
ou ¢ est une distance sur E alors Ty C 7.

4. Propriété universelle de ’espace métrique produit F.
Soient (X, d) un espace métrique et f : X — E. Alors f est continue si et
seulement si chaque pr,, o f : X — E,, est continue.

Remarque 11.1
On peut noter que 7T, ne dépend en fait pas de A > 1, puisque c’est le cas de B.
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11.2 Produit dénombrable d’espaces métriques compacts

Exercice 86

On reprends les notations de Iexercice 85. On suppose que pour tout n € IN
lespace métrique (E,,,d,) est compact.

Démontrer que (E,d)) est compact.

Exercice 87 (Le cube de Hilbert comme compact métrique universel)
On considere C' = [0, 1]™ muni de la distance produit ds (voir exercice 85). Soit
(X, §) un espace métrique compact.

1. Démontrer qu’il existe une distance d sur X équivalente & § et bornée par
1.

2. Démontrer que X contient une partie dénombrable dense {a, },, -
3. On considere 'application :

. X —
=z —

o)

(d(x, an))nen

Démontrer que j induit un homéomorphisme de X sur j(X).
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