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1. Introduction

1.1. Notations. Soit X un espace topologique compact totalement séparé :

pour tout a et b distincts dans X, il existe un ouvert-fermé A de X tel que

a ∈ A et b /∈ A. .

Pour ϕ ∈ Homeo(X) et x ∈ X, on note :

Ωϕ(x) = {ϕn(x) | n ∈ Z} .

Le support de ϕ est l’ensemble ouvert :

Supp(ϕ) = {x ∈ X | ϕ(x) 6= x} .

On dit que ϕ est minimal lorsque chaque Ωϕ(x) est dense dans X.

On note [ϕ] l’ensemble des homéomorphismes f de X tel que f(x) ∈ Ωϕ(x)

pour tout x dans X. Autrement dit un homéomorphisme f de X est dans

[ϕ] lorsque, pour tout x ∈ X, il existe nx ∈ Z tel que f(x) = ϕnx(x).

La fonction nf : x 7→ nx s’appelle le cocycle associé à f .

Le groupe plein-topologique [[ϕ]] est l’ensemble des éléments f de [ϕ] tels

que nf : X → Z est continue.

Soit O un ouvert non vide de X. Lorsque ϕ est minimal, O rencontre

chaque orbite de ϕ : pour tout x dans X, il existe n ∈ Z tel que ϕn(x) ∈ A.

Ainsi on a :

X =
⋃
n∈Z

ϕn(O).
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1.2. Fonction de premier retour sur A. Soit A un ouvert-fermé de X.

Fait 1. Pour tout a ∈ A l’ensemble {n ∈ IN∗ | ϕn(a) ∈ A} est non vide.

En effet, comme X =
⋃
n∈Z

ϕn(A), par compacité de X, il existe

m ∈ IN∗ telle que X =
m⋃

n=−m

ϕn(A). De là :

X = ϕm+1(X) =
2m+1⋃
n=1

ϕn(A).

Ainsi, pour tout a dans A, il existe n ∈ IN∗ tel que a ∈
ϕn(A).

On peut ainsi correctement définir une fonction (continue)

nA : A→ IN,

en posant nA(a) = min {n ∈ IN∗ | ϕn(a) ∈ A}. C’est la fonction de premier

retour dans A.

Posons alors, pour k ∈ IN∗, Ak = n−1A (k) (ligne de niveau k de la fonction

nA : A→ IN∗). Chaque Ak est un ouvert-fermé de X et on a une partition :

X =
⊔
k>1

k−1⊔
i=0

ϕi(Ak).

1.3. Fonction induite. Ici A est un ouvert-fermé de X. On définit un élé-

ment ϕA de Homeo(X) en posant :

ϕA(x) =

ϕnA(x)(x) si x ∈ A
x sinon

.

Lemme 1. ϕA est un élément de [[ϕ]] et ϕ−1ϕA est périodique.

Démonstration. On prolonge nA en une fonction continue à X, encore notée

nA, en posant nA(x) = 0 si x /∈ A. Cette application nA est continue et

ϕA(x) = ϕnA(x)(x) ∈ [[ϕ]].

Puis on pose, pour x dans X :v(x) = min {n ∈ IN∗ | ϕn(x) ∈ A}
u(x) = max {n ∈ Z− | ϕn(x) ∈ A}

.

Notons que si x ∈ A, alors v(x) = nA(x) et u(x) = 0, et si x /∈ A alors

v(x)− u(x) = nA(ϕu(x)(x)),

relation valable en fait pour tout x ∈ X. Ainsi 1 6 v − u 6 maxnA, par

définition de nA. De plus, pour tout x dans X, on a :(
ϕ−1ϕA)v(x)−u(x)(x) = x.
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En effet :

— Si x ∈ A, ϕA(x) = ϕv(x)(x) donc (ϕ−1ϕA)(x) = ϕv(x)−1(x) /∈
A.

De là ϕA(ϕv(x)−1(x)) = ϕv(x)−1(x) et ainsi (ϕ−1ϕA)2(x) =

ϕv(x)−2(x). On continue ainsi jusqu’à ϕv(x)−v(x)(x) = x.

— Si x /∈ A, on a : (ϕ−1 ◦ϕA)(x) = ϕ−1(x) /∈ A si u(x) < −1.

Comme précédemment :

(ϕ−1 ◦ ϕA)−u(x)(x) = ϕu(x)(x) ∈ A

Puis :

ϕA
(
ϕu(x)(x)

)
= ϕnA(ϕ

u(x)(x))(ϕu(x)(x))

= ϕv(x)−u(x)(ϕu(x)(x)) = ϕv(x)(x)

Ainsi (ϕ−1ϕA)(ϕ−1 ◦ ϕA)−u(x)(x) = ϕv(x)−1(x) /∈ A. On

itère à nouveau, comme dans le cas précédent :

(ϕ−1ϕA)v(x)(ϕ−1 ◦ ϕA)−u(x)(x) = ϕv(x)−v(x)(x) = x.

On a alors (ϕ−1ϕA)n = IdX avec n = (maxnA)!. �

Remarque 1. Le résultat s’applique dès que toutes les orbites de ϕ ∈ Homeo(X)

rencontrent A

1.4. Des résultats intermédiaires.

Lemme 2. Soit f ∈ Homeo(X) et n > 1 entier. On suppose que chaque f i

est sans point fixe pour 1 6 i 6 n− 1.

Il existe alors U ouvert-fermé de X tel que les f i(U) soient disjoints pour

0 6 i 6 n− 1, avec :

X =
⋃
i∈Z

f i(U).

En particulier, si fn = IdX et si f définit une action libre alors on a une

partition de X :

X =
⊔

06i6n−1

f i(U).

Démonstration. • On choisit, pour x ∈ X un voisinage Vx de x disjoint de⋃
16i6n−1

f i(Vx).

Par compacité, on a un recouvrement fini V1, . . . , Vp de X. Pour 1 6 k 6 p

on pose :

Xk = Vk \
⋃

0<j<k
−n<i<n

f i(Vj).

Par exemple X1 = V1, X2 = V2 \
⋃

−n<i<n

f i(V1) et

X3 = V3 \

(( ⋃
−n<i<n

f i(V1)

)
∪

( ⋃
−n<i<n

f i(V2)

))
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On prend U =
⋃

16k6p

Xk.

• Les f i(U) soient disjoints pour 0 6 i 6 n − 1. Supposons que y ∈
fk(U)∩ f `(U) avec 0 6 k < ` 6 n− 1. On dispose alors de xk ∈ U et x` ∈ U
tels que x` = f `−k(xk).

Il existe alors ik et i` dans {1, . . . , p} tel que xk ∈ Xik ⊂ Vik et x` ∈ Xi` ⊂
Vi` . On suppose par exemple que i` 6 ik.

— Si ik = i`, alors xk et x` sont dans Xik , et ainsi Xi` contient

xk et fk−`(xk) et il en va de même de Vik . Mais fk−`(xk) ∈
fk−`(Vik) qui est disjoint de Vik : c’est une contradiction.

— On a donc i` < ik. Mais Xik ne contient pas
⋃

−n<i<n

f i(Vi`),

ce qui contredit le fait que xk = f `−k(x`).

• Prenons maintenant x dans X. Il est recouvert : il existe i ∈ {1, . . . , p}
tel que x ∈ Vi. On a alors deux cas.

— Soit x ∈ Xi et alors x ∈ U .

— Soit x ∈ f j1(V`1) pour un certain couple (−j1, `1) tel que −n < j < n

et `2 ∈ {1, . . . , i− 1}. Appelons x`1 = f−j1(x). Ce x`1 est dans V`1 . On

a alors deux cas.

— Soit x`1 ∈ X`1 et alors x ∈ f j1(X`1) ⊂ f j1(U).

— Soit x`1 = f j2(V`2) pour j2 ∈]−, n, n[ et `2 ∈ {1, . . . , `− 1}.
Appelons x`2 = f−j2(x`1) = f−j2−j1(x). Ce x`2 est dans V`2 .

On a alors deux cas. . .

On itère ce raisonnement que se termine, dans le moins bon

cas, en x`α ∈ X1. Ainsi x est bien dans un fn(U). . .

�

Notation. ϕ étant un homéomorphisme minimal d’un espace totalement

séparé X, l’ensemble Mϕ(X) des mesures de probabilités boréliennes ϕ-

invariantes (i.e. telles que µ
(
ϕ−1(B)

)
= µ(B) pour tout borélien) est compact

pour la topologie faible-* : (µn) converge vers µ lorsque pour tout f : X → IR

continue : ∫
fdµn −→

+∞

∫
fdµ.

On pose, pour U ouvert de X :

M+(U) = sup
µ∈Mϕ(X)

µ(U) et M−(U) = inf
µ∈Mϕ(X)

µ(U).

Lemme 3. Soit ϕ ∈ Homeo(X), minimal. Pour tout g ∈ [[ϕ]] et ε > 0, il

existe g1, . . . , gm dans [[ϕ]] tels que :

g = g1 ◦ · · · ◦ gm,

et M+(supp(gi)) < ε pour tout i ∈ {1, . . . ,m}.
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Si de plus g est périodique de période n, on peut s’arranger pour que chaque

gi aussi.

Démonstration. Comme les orbites de ϕ sont infinies, tout x dans X possède

un voisinage ouvert-fermé Ux tel que M+(Ux) 6 ε.

On distingue trois cas.

— Si gn = 1, alors tout x de X possède des voisinages g-invariants de M+

arbitrairement petit : il suffit de prendre
n−1⋃
i=0

gi(Ux).

Par compacité, on obtient une partition finie de X, (Uj)16j6m en

ouvert-fermés de X qui sont g-invariant tels que µ(Uj) < ε pour tout

µ.

Cela induit une décomposition g = g1 ◦ · · · ◦ gm.

On définit gj de la manière suivante : gj(x) =

g(x) si x ∈ Uj
x sinon

— Lorsque g n’a aucune orbite finie. On choisit n tel que
1

n
6 ε.

Comme gi est sans point fixe pour 1 6 i 6 n− 1, on peut appliquer

le lemme 2 qui permet de dire qu’il existe un ouvert-fermé U de X tel

que les gi(U) soient disjoints pour 0 6 i 6 n− 1, avec :

X =
⋃
p∈Z

gp(U).

Si maintenant µ ∈ Mϕ(X), µ est aussi g-invariante, puisque g ∈ [[ϕ]].

On a alors, pour µ ∈Mϕ(X) :

1 > µ

( ⋃
06i6n−1

gi(U)

)
= nµ(U).

Il en résulte que M+(U) 6
1

n
6 ε.

On écrit alors g = gU ◦
(
g−1U ◦ g

)
. Selon le lemme 1, g−1U ◦ g est

périodique. On peut décomposer g−1U ◦ g via le cas périodique et on est

rendu car supp(gU) ⊂ U donc µ(supp(gU)) 6 ε.

— Dans le cas général (orbites de g quelconques. . . ). Pour N grand g◦ϕN

et ϕ−N n’ont pas d’orbite finie : on décompose chacune par le cas

précédent.

�

Lemme 4. Soient X un espace compact totalement séparé, infini, ϕ ∈
Homeo(X), minimal. Soient A et B des ouverts-fermés de X tels que µ(B) 6

µ(A) pour tout µ ∈Mϕ(X). Il existe alors α ∈ [[ϕ]]′ tel que α(B) ⊂ A.

Démonstration du lemme 4. Il y a deux étapes.
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Etape 1. On pose f = 1lA − 1B, de sorte que

∫
fdµ > 0, et ce pour tout

µ ∈ Mϕ(X). Il existe c > 0, N0 > 5 tels que, pour tout N > N0 et tout

x ∈ X on a :

1

N

N−1∑
i=0

f
(
ϕi(x)

)
> c.

On raisonne par l’absurde : pour tout c > 0 et tout N0 > 5, il existe

N > N0 et x dans X tel que :

1

N

N−1∑
i=0

f(ϕi(x)) < c.

On prend, pour k ∈ IN, c = 2−k. Il existe alors (Nk) telle que Nk −→
+∞

+∞
et (xk) suite dans X telle que :

1

Nk

Nk−1∑
i=0

f(ϕi(xk)) < 2−k.

On pose µk =
1

Nk

Nk−1∑
i=0

ϕi∗δxk , de sorte que :

∫
fdµk 6 2−k =

1

Nk

Nk−1∑
i=0

∫
fd(ϕi∗δxk) =

1

Nk

Nk−1∑
i=0

∫
f ◦ ϕidδxk .

Ainsi

∫
fdµk =

1

Nk

Nk−1∑
i=0

f(ϕi(xk)) < 2−k.

Par compacité de Mϕ(X), quitte à extraire, la suite (µk) converge vers µ

pour la topologie faible-*. Par passage à la limite

∫
fdµ 6 0, ce qui est une

contradiction.

Etape 2. On considère un ouvert-fermé U inclus dans A tel que les ϕi(U),

pour 0 6 i 6 N0 − 1 soient disjoints.

On peut alors considérer le fonction de premier retour nA sur U (car ϕ est

minimal). Rappelons que, pour x ∈ A, on a :

nA(x) = inf {n ∈ IN∗ | ϕn(x) ∈ A} .

On sait que nA est continue (d’image finie). Soit κ le maximum de cette

fonction.

On peut trouver une partition en ouvert-fermés (U ′`) de U telle que nA soit

constante sur chaque élément de cette partition.

On prend alors i ∈ {0, . . . , nA(U ′`)− 1}.
— Les ϕi(U ′`) sont deux à deux disjoints. En effet, si y ∈ ϕj(U ′`) ∩ ϕk(U ′`)

avec j < k dans {0, . . . , nA(U ′`)− 1} alors on dispose de x et y dans

U ′` tel que ϕk(x) = ϕj(y), d’où y = ϕk−j(x) et ainsi, puisque y ∈ A,

nA(x) = k − j < nA(U ′`), ce qui est absurde, puisque x ∈ U ′`.
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— Les ϕi(U ′`) forment une partition de X :

X =
m⊔
`=1

k(U ′
`)−1⊔
i=0

ϕi(U ′`).

On raffine la partition (U ′`) de U en une partition en ouvert-fermés (Uj)

telle que, pour 0 6 i 6 nA(Uj) − 1, chaque ϕi(Uj) soit inclus dans l’un des

ensembles : A \B, B \ A, A ∩B ou X \ A ∪B.

On a autant :

X =

q⊔
j=1

k(Uj)−1⊔
i=0

ϕi(Uj)︸ ︷︷ ︸
=Tj

.

Chaque Tj s’appelle une « tour ». On note alors, pour chaque j :

— Aj l’ensemble des i dans {0, . . . , nA(Uj)− 1} tel

que ϕi(Uj) ⊂ A \B ;

— Bj l’ensemble des i dans {0, . . . , nA(Uj)− 1} tel

que ϕi(Uj) ⊂ B \ A ;

— Cj l’ensemble des i dans {0, . . . , nA(Uj)− 1} tel

que ϕi(Uj) ⊂ A ∩B ;

— Dj l’ensemble des i dans {0, . . . , nA(Uj)− 1} tel

que ϕi(Uj) ⊂ X \ A ∪B.

Si maintenant x ∈ Uj, on a, pour i ∈ {0, . . . , nA(Uj)− 1} :

f ◦ ϕi(x) =

1 si i ∈ Aj
−1 si i ∈ Bj

.

Ainsi card(Aj)− card(Bj) =

nA(Uj)−1∑
i=0

f(ϕi(x)) > 0 d’après l’étape 1.

Il en résulte que, pour tout j, il existe une permutation de σj de {0, . . . , nA(Uj)− 1}
telles que :

σj(Bj) ⊂ Aj, σj(Cj) = Cj et σj(Dj) = Dj.

On définit ainsi un élément α de [[ϕ]] qui stabilise Tj et tel que α(B) ⊂ A,

en posant, pour x dans Tj

α(x) = ϕσj(i)(x).

— α laisse Tj stable : c’est évident.

— Si x ∈ A, on dispose de j tel que x ∈ Tj. Il existe alors

i ∈ {0, . . . , nA(Uj)− 1} tel que x ∈ ϕi(Uj) ⊂ A.

On a alors α(x) = ϕσj(i)(x) ∈ B, per définition de σj !

En fait on peut même demander à α d’être dans [[ϕ]]′.

On peut aussi imposer à σj d’être une permutation paire. En effet nA(Uj) >

5 et l’un, au moins, des ensemble Aj, Bj, Cj et Dj contient deux éléments :

on peut donc composer par une transposition.
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Ainsi l’élément α ainsi défini est un commutateur donc dans [[ϕ]]′. �

2. Le résultat principal

Théorème 1. Soient X un espace compact totalement séparé infini et ϕ ∈
Homeo(X), minimal. Alors le groupe dérivé [[ϕ]]′ est simple. De plus si N est

un sous-groupe distingué non trivial de [[ϕ]] alors [[ϕ]]′ ⊂ N .

Démonstration. • Etape 1. Si deux éléments g et h de [[ϕ]] sont de support

« suffisamment petit » alors [g, h] ∈ IN.

On dispose de f ∈ N , non trivial. Soit O un ouvert-fermé non vide disjoint

de f(O). On considère l’application

Φ :Mϕ(X)→ [0, 1],

définie par Φ(µ) = µ(O). Cette application est continue. Par compacité de

Mϕ(X), on a :

ε = M−(U) > 0.

Soient g et h dans [[ϕ]] tels que M+
(
supp(g)

)
6
ε

2
et M+

(
supph

)
6
ε

2
. On

pose :

U = supp(g) ∩ supp(h).

On a alors M+(U) 6 ε = M−(O). Selon le lemme 4, il existe α ∈ [[ϕ]]′ tel

que α(U) ⊂ O.

On pose alors q = α−1 ◦ f ◦ α, qui est un élément de N .

Puis h̃ = [h, q] = hqh−1︸ ︷︷ ︸
∈N

q−1 appartient à N , donc [g, h̃] ∈ N .

De plus q(U) ∩ U = ∅ : il en résulte que g−1 et qhq−1 commutent. Ainsi :

[g, h] = gh
(
qh−1q−1

)
g−1
(
qhq−1

)
h−1 = ghg−1h−1 = [g, h],

ce qui démontre que [g, h] ∈ N .

• Etape 2. On prend maintenant deux éléments g et h de [[ϕ]]. On les dé-

compose selon le lemme 3 : g = g1 ◦ · · · ◦ gp et h = h1 ◦ · · · ◦ hm où pour tout

couple (i, j) on a :

M+(supp(gi) <
ε

2
et M+(supp(hj)) <

ε

2
.

Selon l’étape 1, tous les crochets [gi, hj] sont dans N . Mais [g, h] appartient

au sous-groupe distingué engendré par ces crochets [gi, hj].

En effet, notons K le sous-groupe normal engendré par ces

crochets. On a :
[g1g2, hi] = g1[g2, hi]g

−1
1︸ ︷︷ ︸

∈K

[g1, hi]

[gj, h1h2] = [gj, h1]h1[gj, h2]h
−1
1︸ ︷︷ ︸

∈K



SIMPLICITÉ DU GROUPE DÉRIVÉ DU GROUPE PLEIN TOPOLOGIQUE 9

Ainsi [g1g2, hi] et [gj, h1h2] sont dans K. Supposons alors que,

pour un certain n ∈ {1, . . . , p− 1} entier on ait [g1g2 · · · gn, hi] ∈
K. On a alors, en notant g = g1 · · · gn :

[ggn+1, hi] = g[gn+1hi]g
−1[g, hi] ∈ K.

Bilan. Tous sous-groupe distingué non trivial N de [[ϕ]] contient [[ϕ]]′ .

On veut maintenant montrer que [[ϕ]]′ ne contient pas de sous-groupe dis-

tingué non trivial. On suppose maintenant que N est un sous-groupe distin-

gué dans [[ϕ]]′, non trivial.

On veut en fait montrer que [[ϕ]]′ ⊂ N . Comme précédemment, il suffit de

montrer que pour tout g et h dans [[ϕ]], on a [g, h] ∈ N . Manque de pot, on

ne peut pas appliquer le même argument tel quel (voir la définition de h̃ : il

faudrait que h ∈ [[ϕ]]′).

En fait, tout est OK, car [[ϕ]]′ = [[ϕ]]′′ ! ! ! ! !

Lemme 5. [[ϕ]]′ = [[ϕ]]′′

Démonstration. [[ϕ]]′′ est distingué dans [[ϕ]], comme sous-groupe caractéris-

tique du groupe distingué [[ϕ]]′. Reste à montrer qu’il est non trivial ! �

On sait que le commutant de [[ϕ]]′ dans Homeo(X) est trivial. Il

existe donc f non trivial dans N ∩ [[ϕ]]′. �
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