PC, lycée Joffre, 2021-2022

Approximation d’intégrales

Le but est de voir différentes méthodes de calcul approché d’intégrale et d’estimer la valeur de I’erreur commise.
Le cadre est le suivant : a < b dans IR, f est une fonction de [a,b] dans IR suffisamment réguliere (disons de classe
C*). Pour n € IN* et pour tout i € {0,...,n} on pose :

h:a—b
n

a; =a+1h

ait1 b n—1
En notant, pour ¢ € {0,...,n — 1}, Ii:/ f(t)dt, on a : / f@) dt:ZL’-
@ a i=0

On cherche alors & approcher sur chaque [a;, a;41] la fonction f par une fonction polynomiale P; :

— de degré 0 (méthode des rectangles) ;
— de degré 1 (méthode des trapezes) ;
— de degré 2 (méthode de Simpson).

it n—1
Pour i € {0,...,n— 1}, on pose J; = / Pi(t)dt et J = Z‘Ii'
a i=0

i

1. Méthode des rectangles (point milieu).

Pour i € {0,...,n— 1} on prend P;(z) = f <ai +2a,;+1>. Posons ||, = sup |f"(z)]
z€la,b]
a) Soit ¢ € {0,...,n — 1}. Démontrer lexistence de &; entre a; et a;41 tel que :
@i + aity h*
(= (2 1 e
4 (b B a)S 7

b) D t I—-J < .

) Démontrer que [1 - J| < L9 7

f(ai—i-l) — fla;)

2. Méthode des trapézes. Pour ¢ € {0,...,n — 1} on prend P;(z) = f(a;) + (x — a;), de sorte que

h
J; est aire d’un trapeze.
a) Soit ¢ € {0,...,n — 1}. Démontrer lexistence de &; entre a; et a;41 tel que :
h h3
I; = §(f(ai) + flait1)) — Ef”(fi)-
, (b — a)3 ’"
b) Démont I—J| < ‘
) Démontrer que | | o2
3. Méthode de Simpson.
Pour i € {0,...,n — 1} on prend ici la fonction polynéme P; de degré 2 qui interpole f en aj;, % et a;y1.
a) Déterminer P; pour tout i € {0,...,n — 1}.
b) Soient a > 0, g :| — a,a[— IR, impaire, de classe A®. Démontrer que pour tout x réel tel que |z| < a il existe
&, entre 0 et x tel que :
T, / L)
_ 7 24'(0)) — ).
9(@) = 3(9'(x) +29'(0) — 1559 (&)
¢) Démontrer que pour tout i € {0,...,n — 1}, il existe & entre a; et a; 41 tel que :
I = ﬁ(f(a') + flaiy) + 4f (=) — " FO&)
eV o 2 2880 v
. (b—a)® 4
d) Démont 1-Jl< S |19
) Démontrer que | | 28800 f N



1.

a)

x

Gt G GO gerit Ta formule de Taylor-Lagrange pour I : z +— [ f(t)dt al'ordre

2 .
2 entre a; et a; puis entre «; et a;11 (c’est loisible puisque f est suffisamment réguliere).

Posons a; =

Il existe alors ¢ €]a;, ;[ et ¢ €]ay, a;41 tels que :

Fla) ~ Flog) = —5F(oq) + %F”(ai)g— W R ()
Flai) = Flaw) =5 fai) + 5 f/ (i) + 51" (c2)
Par différence, il vient :
3

F(ai+1) — F(al) = hf(al) + %(f”(cl) + f”(CQ)).

Comme f” possede la propriété des valeurs intermédiaires, on peut conclure qu’il existe &; entre
1
a; et a; 41 tel que i(fﬁ(cl) + "(c2)) = f"(&).

a; + a1 }ﬁ "ie
> +op /(&)

Ainsi:[ihf< 5

Petit calcul, sachant que J; = hf (ai+2ai+1) o

Soit A le réel tel que : I; — g(f(az) + f(ait1)) = K*A

z .
On considere la fonction ¢ : z / Ft)yde — L%
a;

2 (f(al) + f(JZ)) - (-T — Cli)3>\.

Cette fonction est de classe C? sur [a;, a;11] et on a, pour x € [a;,a;41] :

¢(x) = flz) = 5(flai) + fl2) = 552 (@) = 3(z — a;)*A
¢'(x) = fl(x) =5 () =5 f'(2) = 5% f'(2) = 6(z — a;)A
= —1(z—a;)(f"(z) + 12))
Il vient donc ¢’(a;) = 0 et en écrivant la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 1 pour ¢ entre a;
et a;11, il existe & €|a;, a;41[ tel que :
h2 12
plaivy) —plai) = o ¢ (&)
—_——

=0

Ainsi f"(z;) = —12\.

h
Pour tout 4 € {0,...,n —1},ona l; — J; =1, — §(f(ai) + f(ait1)). De la:

n—1
h3 (b—a)3
I-J/< I — Ji| < — 1 = "
1=l ;| Tl <nx S oo = 5 1l
o a; +a;—1
Soit i € {0,...,n — 1}. On pose encore «; = —
On a pour z réel :
Pi(x) = f(ai)L1(x) + fai)L2(@) + flaip1Ls(x) (1)

ou L1, Lo, Lz sont les interpolateurs élémentaires de Lagrange de degré 2 i.e vérifient :

Li(a;) =1, Li(oy) =0, Li(aiy1)
Lo(a;) =0, Ly(a;) =1, La(ait1)
L3(a;) =0, L3(c;) =0, L3(aiy1)

1
_ o o

Le reste est pour le lecteur.



b)

Soit x réel tel que |x| < a. Si z = 0, pas de souci. Supposons que z soit non nul. On considere le

réel a tel que :

Ol(E5

g(x) — g(g'(x) +29'(0)) + 755 =0

On considere encore la fonction auxiliaire h :] — a,a[— IR définie par :

a 5
M(D) = a(t) ~ L(o'() +20/(0)) + 22 =

0.

Cette fonction h vérifie h(x) = h(0) = 0. De plus h est de classe A sur | —a,al et on a :

() =30/(1) — (o) +29(0)) — 1" (1) + “ut*
Bh'(t) = g"() — tg®)(t) + SF°
ML) = —gW(t) — tg®(t) + 20t

On a ainsi A'(0) = 1" (0) = h3)(0) = 0.
Il existe alors ¢ entre 0 et 2 (Taylor-Lagrange entre 0 et 2 & 'ordre 3 pour h) tel que : A (¢c)=0.
On a alors 2a = g (c) + cg®(c). Mais les accroissements finis ponctués fournissent d entre 0 et

c tel que :
9 (c) = gW(c) = g™ (0) = g (a).

Par valeurs intermédiaires (Darboux!) il existe &, entre ¢ et d tel que :

99 = 5 (6700 +49).

Il vient alors a = g®)(&,).

Lorsque ¢ > 0 et ¢ : [—¢,c¢] — IR est de classe C5, la fonction g :  — ¢(z) — ¢(—2) est impaire.
La question précédente donne & entre 0 et ¢ tel que :

C C5
p(e) = (=) = 5 (¢'(0) +¢'(=0) + 4¢/(0)) = 155 (#V(©) + ¢ (=9)).

Ai+1 — G4

h i TG4
On fixe ¢ dans {0,...,n — 1} et on prend ¢ = 5 :26t<p:xl—>F<x+a+a+l) ou

2
F:z »—>/ f(t)dt. Il vient :

hs

@
550 (©):

I = = (f(@:) + f(aigr) +4f (2555L)) —

S

Qg1

Pour ¢ dans {0,...,n—1} on a / Pi(t)dt = g(f(az) + flais1) + 4f (HF2L)), petit caleul

a;
que 'on peut faire en utilisant I’expression 1, sans calculer forcément P;. Tout est alors limpide. ..



