PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Feuille d’exercices n° 3. Espaces vectoriels normés I.
Quelques corrections

Exercice 1

Soient E et F' des espaces vectoriels sur K. On suppose qu’il existe un isomorphisme linéaire ¢ : E — F' et que | |
est une norme sur F.

Pour z € F on pose N(z) = |¢~*(2)|. Démontrer que N est une norme sur F.

Exercice 2
1. Déterminer une norme | | sur IR[X] tel | X™| +—> 0.
oo

2. Soit (Py)new une base de IR[X]. Déterminez une norme N sur IR[X] telle que N(P,) . 0.

Exercice 3
Existe-t-il une norme | | sur M,,(K) telle que pour tout (A, B) € M, (K)? on ait : |AB| = |A||B]|?

Exercice 4
Soient E = IR[X], A une partie non vide de IR. Pour P € E on pose : |P|, = sup |P(z)|. Donner une condition
T€A

nécessaire et suffisante pour que | | 4 soit une norme sur E.

Exercice 5 +00
Soit E = IR[X]. Pour P dans E on pose H(P) = Z ‘P(") (n)‘ Montrer que H est une norme sur E.
n=0

—+o0
Notons que pour tout P € IR[X] on a P P+1) = ( et ainsi Z ‘P(") (n)‘ est une somme finie donc
n=0

H(P) est bien un réel (positif).

L’inégalité triangulaire et I’homogénéité ne posent pas de problemes. Pour la séparation, on suppose
qu'’il existe prenons P non nul dans IR[X] tel que H(P) = 0. Notons m = deg P. On a alors :

Zm: ‘P(”)(n)‘ ~0.
n=0

Ainsi, pour tout n € {0,...,m} ona P (n) = 0. En particulier P (m) = 0. Mais on a P(™) = mla,,
(polynéme constant) ol a,, est le coefficient dominant de P (donc non nul puisque P non nul), donc
m! =0 : c’est absurde.

Exercice 6
On note E I'espace vectoriel des applications de classe C! définies sur I'intervalle [0, 1] et & valeurs dans R.
On pose pour f € E :

1f1 = 17(0)] +2 / FOlde et 7] = 21£0)] + / ()] d.

1. Démontrer que | | définit une norme sur E.
~ / . . . 7
De méme, || | est une norme sur F, il est inutile de le démontrer.

2. a) Donner la définition de deux normes équivalentes.
b) Démontrer que les deux normes | | et | |" sont équivalentes sur E.



1
3. Pour f € E on pose | f|, = / |f(¢)| dt et on rappelle qu’il s’agit d’une norme sur F.
0

a) Soient f € E et = € [0,1]. Démontrer que |f(z)| < [f(0)| + /0-7” If/(¢)] dt.

b) En déduire que pour tout f € E on a |f[, < |f].
c¢) Les normes | | et | |, sont-elle équivalentes ?

1. Soit f dans E. La fonction f est de classe C* sur I = [0,1], donc la fonction |f’| est continue
sur I = [0,1]. Ainsi |f] a bien un sens et est un réel positif.

Puis soient f et g dans E ainsi que A réel. On a :
— |/l =0.
1 1
— |f+4gl= \(f+9)(0)|+/0 ((f +9) ()] dt < |f(0)|+\9(0)\+/0 [f' @) +1g'(t)] dt =
171+ lgl-
1 1
— A= |Af(0)|+/ [(Af) ()] dt = |M|f(0)|+\>\|/ [f' (@) dt = A£]
0 0

1
Supposons enfin que |f| = 0. Alors |f(0)] = 0 et / |f'(t)| dt = 0 car ces 2 nombres
0

sont positifs et de somme nulle. Or |f’| est une fonction continue et positive, donc
f' =0, et ainsi f est constante sur I'intervalle [0,1]. Comme f(0) = 0, f est la fonction
nulle.

Conclusion. | | est bien une norme sur E.

2. a) Par définition, deux normes N; et N sur F sont des normes équivalentes sur E lorsqu’il
existe deux constantes a > 0 et § > 0 vérifiant :

Vu € E, aNi(u) < Na(u) < BNy (u)

b) Soit f € B Ona: [f] = |70 +2 [ I <4170 +2 [ 17 = 2161

De plus | | = 2\f(0)|+/|f’| < 2\f(0)|+4/ '] =2[f]. Ainsipna: % LA < 1F1 < 2111

Ceci étant valable quelque soit le choix de f dans E, les deux normes | | et | | sont

équivalentes.
xT

3. a) Ona f(z)— f(0) = /0 f/(t)dt. Ainsi, f(x) = f(0) + /CE f'(t) dt et avec I'inégalité triangu-

0
/Ox @ dt‘

———

<A|f@hﬂ

laire, on obtient :

|f(@)] < [£(0)] +

Conclusion. |f(z)| < |f(0)] + /OI |f/(t)] dt.

x
b) Soit f € E. Comme la fonction z — / |f(¢)] dt est croissante sur [0, 1], il vient pour tout
0
x €10,1] :

U@M<U®H+A|ﬂ@hﬂ<ﬁ@ﬂ+2A|f@|&=WW

1 1
Par croissance de I'intégrale, on obtient : | f], = / |f(z)| dz < / I£] dx = | f]
0 0



¢) On consideére pour n € IN la fonction f,, : © — x™ qui est un élément de E. On a :

1

1
Hf””:/o e tdr=1 et |fuly =

1
S’il existe B > 0 tel que | | < B |; alors on aurait 3 < 7 Pour tout n € IN, ce qui est
n

absurde puisque —
pusq n+1 +oo

Conclusion. Les normes | | et | |, ne sont pas équivalentes.

Exercice 7

; — — k . —_
Soit E = IR[X]. Pour P = ];)akX dans E, on pose : Ni(P) = ;0 lak| et Noo(P) = Jmax lak| .

1. Démontrer que N7 et N4, sont des normes sur F.
2. Démontrer que N, < N.

3. Démontrer que les normes N, et N1 ne sont pas équivalentes.

Exercice 8
On note E 'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans IR.

On pose : Vf € E, Noo(f) = sup |f(z)| et N1i(f / |f(®)] dt.

z€[0;1]
1. a) Démontrer que N7 et N, sont deux normes sur E.
b) Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kNoo(f)-

2. Démontrer que les normes N7 et N, ne sont pas équivalentes.

1. a) e Montrons que N, est une norme sur E.
Pour tout f dans F, la fonction |f]| est positive et continue sur le segment [0, 1] donc f est
bornée et donc N (f) existe et est positive.
— Soit f € E telle que Noo(f) = 0.
Alors, Vit € [0,1], |f(¢)] =0, donc f = 0.

— Soit A € R. Soit f € E. Comme |A\| > 0, on a par positive homogénéité de la borne
supérieure

Noo(Af) = sup [Af(z)| = sup |A|[f(x)] =[A] sup |f(z)| = [A[Neo ().

z€[0;1] z€[0;1] z€[0;1]

— Soit (f,g) € E?. Pour tout ¢t € [0,1] on a :

I(f +9) )] < [F)]+19(1)] < Noo(f) + Neo(9)-
Ainsi Noo(f + 9) < Noo(f) + Neo(9)-

e Montrons Prouvons que N; est une norme sur E.

Pour tout f dans E, |f]| la fonction est continue et positive sur [0,1] donc Ny (f) existe et

est positive.

— Soit f € E telle que N1(f) = 0. Or |f| est continue et positive sur [0, 1], donc |f] est
nulle c’est-a-dire f = 0.

— Soit A€ R. Soit f € E.On a:

1 1

Mn) = [ rlde= ) [ 1#ol =M.

0 0

— Soit (f,g) € E%. Pour tout t € [0,1] ona |(f+g)(t)] < |f(t)|+]|g(t)]. Ainsi, par croissance
et linéarité de l'intégrale, N1(f + ¢) < N1(f) + N1(g).



2.

Exercice 9

b) Pour tout f € E on a:

1 1
<Mm:ALWN&<ANﬂﬁ&:MAﬁ

1
Posons pour n € W et ¢t € [0,1] : fn(t) = t". On a alors N, (f,,) = et Noo(fn) = 1, donc

() n+1
Noo(fn

lim ————~ = +o0.

n—-+oo Nl(fn)

Ainsi ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Soit E I’ensemble des fonctions lipschitziennes de IR dans IR.

1. Démontrer que F est un espace vectoriel sur IR.

2. Pour

Exercice 10

_ o @)
f € E on pose N(f) _31611%1+|$|

. Démontrer que N est une norme sur F.

Soit E = {f € C*([0,1],IR) | f(0) = 0}. Pour f dans E on pose :

{Wm = 1floo + 1/l
1l =1F+ Fle

1. Démontrer E est une espace vectoriel sur IR et que ce sont des normes sur F.

2. On note F = C°([0,1],IR) que 'on munit de la norme | | . On considére :

_(E—)F )
TN = p )

Démontrer que ¢ est une application linéaire bijective et isométrique de (E, | |,) sur (F,| |..)-

3. Démontrer que les normes | |, et | |, sont équivalentes.

1.

11y a une petite difficulté pour la seconde norme. Pour la séparation : si f dans E vérifie | f|, =0
alors f + f/ = 0 donc il existe une constante C telle que f : z — Ce™%, et on a C' = 0 puisque

7(0) = 0.

. o La linéarité est évidente. L’injectivité provient de ce qui est écrit ci-dessus. Le caractere iso-

métrique signifie que :
le(Noe = 1112

ce qui est immédiat.

e La seule difficulté est la surjectivité. On prend h dans F' et on cherche f dans E telle que
[+ 1 =h

La solution générale sur [0, 1] de 1’équation différentielle homogene y + ¢’ = 0 est z — Ce™? ol
C est une constante.

On cherche alors une solution particuliere de y + y’ = h sous la forme y(z) = C(z)e™® ot C est
cette fois une fonction (variation de la constante. . .).

On a, pour z dans [0, 1], ¥'(z) = (C'(z) — C(x))e™* donc :

hz) = yl@)+y'(z) =C'(x)e””

ce qui donne C’'(x) = h(z)e™™ et on prend C(z) = / e'h(t) dt. La solution générale
0
de y + 13" = h est alors :

x> Ce ™ + e*””/ e'h(t) dt,
0

x
ou C' est une constante. La contrainte f(0) = 0 ameéne f: z — e*‘r/ e'h(t) dt.
0

4



3. @ On a de suite, par inégalité triangulaire pour la norme  :

Il <1y

e Prenons f dans E. Posons h = ¢(f). On a vu que f vérifie pour tout x dans [0, 1] :

flx)=e7" /Ox e'h(t) dt.

On a alors pour tout x dans [0, 1] :

T 1
(@) < / leth(t)| dt < / elnl., dt = e, =e|fl,-

donc |f, <elfly:
Enfin pour tout z dans [0,1] on a :

/(@) = |h(x) = f(@)] < @)+ 1f@)] < 1Al + [ floe < 1f1y + el Sy

done | f'| o < (14e)|fl,-
Il vient alors | f], < (1 +2e)]f]s

Exercice 11 1
On consideére l'espace vectoriel E = C°([0, 1], C) muni de la norme |f|, = / £ dt.
0

1. Justifier que E est de dimension infinie.

2. Pour n € IN on considére ¢, : & — €27,
a) Montrer que (¢,,) est une suite dans E.
b) Démontrer que pour tout p # ¢ dans IN on a : [, — ¢4|, = V2.
¢) Démontrer que (¢,) n’admet pas de sous-suite convergente.

Exercice 12
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le corps IR.

1. Démontrer que si f est une application linéaire de F dans F', alors les propriétés suivantes sont deux a deux
équivalentes :

P1. f est continue sur F.
P2. f est continue en Og.
P3. 3k > 0 tel que : Vx € E, |f(2)|p < k|z]p.

2. Soit F l’espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans IR muni de la norme définie par :

|fl = sup [f(z)].

z€[0;1]

1
On considere Papplication ¢ de E dans IR définie par : ¢(f) = / f(t) dt. Démontrer que ¢ est linéaire et
0

continue.

Exercice 13 1
Soient E = IR[X]. Pour tout P € E on pose |P| = / |P|.
0

1. Montrer que || | est une norme sur E.
2. Pour n € IN on pose P, = (1 — Xz)n. Montrer que (P,) converge vers 0 dans (E, | |).
3. L’application ¢ : P — P(0) est-elle continue de (E,| |) — IR?

1. Pour le lecteur.



2. Utiliser par exemple le théoreme de convergence dominé de Lebesgue.

3. Supposons que ¢ soit continue. Comme elle est linéaire, il existe M € IRT tel que pour tout
p € IR[X] on ait :
lp(P)| < M|[P].
En particulier, pour tout n € INon a : 1 = |P,(0)] < M |P,| o 0, ce qui est profondément
o0

stupide.

Exercice 14
Soit n > 2 un entier. On note P, ensemble des matrices de projecteurs de M, (IR).

1. Montrer que P, est fermé dans M,,(IR).
2. Montrer que P,, n’est pas borné dans M,,(IR).

Exercice 15
Soit n > 2 entier. Montrer que l’ensemble des matrices nilpotentes de M, (IR) est fermé dans M, (IR).

Exercice 16
On munit l'espace vectoriel M,, 1(IR) de la norme |.||c définie par || X|je = max |z;| si X = Yx1,...,2,). On
<isn

notera U € M,, 1(IR) la matrice-colonne dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Une définition. Une matrice carrée A = (a; ;) € M, (IR) est dite stochastique si elle vérifie les conditions suivantes :

V(Za]) € ﬂlvnﬂ27 ai,j 2 0 (1)
Vi € [[1,”]], Z?:l Qi j = 1. (2)

1. Vérifier que la condition (2) équivaut a la condition AU = U.

2. En déduire que l’ensemble £ des matrices stochastiques (carrées d’ordre n) est stable pour le produit matri-
ciel.

3. Démontrer que cet ensemble £ est une partie fermée et convexe de l'espace vectoriel M, (IR).
4. Démontrer que si A € M,,(IR) est stochastique, alors on a ||AX ||cc < || X||c pour tout X € M,, 1(IR).

Exercice 17

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et f : E — F une application continue. Montrer que son graphe
Gy ={(z,f(z)) | x € E} est un fermé de E x F .

L’espace vectoriel produit £ X F' est muni de la norme produit :

Neo((2,9)) = max(|z| g, |z] ).

Soit (zn, f(z,)) une suite dans Gy telle que (x,,, f(xn)) o (x,y) € EXF.

On a ainsi ,, — = et f(z,) — y puisque :
400 400

{m — 2] 5 < Neo (s f(@n)) — (2,9))
1f (@) = Yl < Noo((2n, f(@0)) = (2,9))

Par continuité de f, f(x,) +—> f(x) et par unicité de la limite y = f(x) de sorte que (z,y) € Gy.

Exercice 18
Soit E = C°([0,1],IR) que on munit de la norme | |__. On note L.(E) l'espace vectoriel des endomorphismes

continus de E.
1. Montrer que || || : ¢ — sup ls£()loe

————=% est une norme sur L.(EF).
remnioy 1/l



EFE — B
f»—>F:xn—>/f
0

2. On considere 'application ¢ = . Démontrer que ¢ € L.(F) et déterminer

lell-

1. e Soit ¢ € L.(E). D’apres le cours il existe une constante & telle que pour tout f € E on ait :

lo( oo <E[flo-
l(f) oo

Ainsi, dés que f # 0, il vient : N < k. Il en résulte que ||¢|| est correctement définie dans
(oo}

IR et est un réel positif.
e Le reste pour le lecteur.

2. e @ est bien lindaire et on a pour tout f € E et x € [0,1] :

(@) < /Ow @ dt <z|flee <1l -

Ainsi |¢(f)| < | fls ce qui assure que ¢ est continue avec : [Jo < 1.

e Si 1 désigne la fonction constante de valeur 1, on a ¢(1) = Idy 5 donc H(p(i)HOO = HiHoo donc
llell = 1.

Exercice 19
Soient E = C°([0,1],R) et E, I'ensemble des f de E positives et ne s’annulant quun nombre fini de fois. Si f € E

1
et € Ey, on pose ||f]l, = / Flo.
0

1. Soit ¢ € E. Montrer que 'application f — || f||, définit une norme sur E.
2. Soient ¢; et @9 dans Ey. On suppose @1 > 0 et ¢ > 0. Montrer que || ||,, et || ||, sont équivalentes.

3. Les normes || ||z—z €t || ||zse2 sont-elles équivalentes ?

1. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire se vérifient immédiatement. Quant a I’axiome de sépara-
tion, si on suppose que |f|, = 0 alors fo |fle =0et |f|e =0, puisque la fonction intégrée est po-

sitive et continue. Si ¢ ne s’annule pas on obtient directement f = 0 et sinon en notant a;, ..., a,
les points (en nombre fini par hypothése) out ¢ s’annule on a Vz €]0,1]\ {a1,...,a,}, f(z) =0
et par continuité aux points a1, ...,a, on a aussi f(a1) =--- = f(ap) =0, donc f =0.

2. Sur le fermé borné [0, 1] les fonctions continues ¢ et o sont bornées et atteignent leurs bornes.
1l existe aq, a, 81 et Ba, ici strictement positifs, tels que

Ve el0,1], 0<a; <pi(x)<Pr et Vrelo,1l], 0<as < pa(z)< Pa.

Il s’ensuit que Va €]0,1], Fp1(z) < ¢2(z) < %gpl(x) et en multipliant par |f(x)| > 0 et en
intégrant on obtient :

Qo B2
VfeE, fTHfllgol < fllge < — M1 fllg-
2 aq

3. La réponse est NON. Notons || - ||; la premiére norme et || - |2 la seconde. On a évidemment
[ -1l2 < |- |l1 mais, pour la fonction continue f, définie par f,(z) =1 —na si x €]0,1] et 0 si
z€]l 1], ona

1/n 1 1/n )
annl:/ ol —na)de = - et ||an2=/ 21— nz)dr = ——
0 0

6n?

ce qui prouve qu’il n’existe pas de @ > 0 tel que Vf € E, | - [l1 < || - |l2 (H;”H; =2n — +00).

Exercice 20
Soit E I'ensemble des (x,)n>0 € RY telles que la série de terme général 22 converge.



1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.

1/2
+oo
2. Montrer que lapplication qui & (z,,) € E associe ||(z,)| = (Z J;i) définit une norme.
n=0

3. Soit F': (x,) € E — x9 € R. L’application F est-elle continue ?

4. Si (z,) € E, montrer que la suite de terme général x,, + x,4+1 est dans E. L’application G: (z,)n>0 € E —
(Tn, + Tnt1)n>0 € E est-elle continue ?

1. Linégalité |z,y,| < %(z2 + y2) valable pour tout n € IN, montre que, si (z,) et (y,) appar-
tiennent a F, alors la série de terme général x,,y, est absolument convergente, donc convergente.
Puis

e [’ensemble F est non vide car il contient la suite nulle.

e Il est stable par le produit par un scalaire (évident).

e Il est stable par la somme, car si (z,,) et (y,) appartiennent & E, alors 0 < (2, + y»)? =
22 +y2 + 21,5, qui est une somme de trois termes de séries convergentes, donc > (x, +yn)?
converge.

Ainsi E est un sous-espace vectoriel de RY.

2. On va plutét montrer que (x,y) € E? v (z,y) = :i% ZTnYpn définit un produit scalaire sur F,
et la proposition demandée en résulte (x — ||z|| sera la norme euclidienne associée & ce produit

scalaire).

Tout d’abord, pour tout (z,y) € E?, la série de terme général x,y, converge (vu plus haut).
Ensuite, la bilinéarité et la symétrie sont évidentes. Enfin, (z, ) = Y2 22 = 0 si et seulement
si  est la suite nulle.

3. L’application F' est clairement linéaire, et lipschitzienne de rapport 1 car

Ve = (zu)nen € B, |F(2)] = |z < 4| Y22 = |al.

Il en résulte que F' est continue.

4. De I'inégalité (2, +2n41)? < 2(22 + 22 ,), on déduit d’une part que (2, + p+1)nen appartient
a F, et d’autre part que

—+oo
IG@)[1* <2 (25 + a7 p1) = 2(2])? + [|2]* = 25) < 412,

n=0

Comme G est manifestement linéaire, il résulte de cette inégalité de qu’elle est 2-lipschitzienne,
donc continue.

Exercice 21
Soit ¢>° le sous-espace de CIV formé des suites bornées. On munit £>° de la norme infinie || [|oo. Si u = (u,) € £°°,
on note A(u) la suite de terme général u, 41 — up,.

1. Montrer que A est un endomorphisme continu de £°°.

2. Calculer ||A|| (voir exercice 18).

Pour tout u = (uy) € £°°, on a |A(u)| < 2||u|| donc A(u) € £°°. De plus, A est linéaire et
1A @) < 2lull

donc elle est aussi continue et |JA] < 2.

Pour u = ((—1)™), on a ||A(u)|| = 2, et donc ||A]| =2



