PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Feuille d’exercices n° 4. Intégration.

Exercice 1 +o0
Soit f : [0, +00[— IR, continue, telle que U'intégrale impropre / f(t) dt converge.
0

2z
Démontrer que : f@&)ydt — 0.

z r—+00

Exercice 2 o7
1. La fonction  — ————= est-elle intégrable sur ]2, +-00[?

Va?—4

2. Soit a un réel strictement positif. La fonction z +— = est-elle intégrable sur 10, +o00[?

Inx
V1 + x2

Exercice 3 fi0)
Soit f : [1,+oo[— IR une fonction intégrable. Démontrer que g : ¢ —

est intégrable sur [1, 4+o00].

Exercice 4 too it
Démontrer que l'intégrale impropre / ra dt est convergente mais pas absolument convergente.
1

Exercice 5
Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes

T Jog
1. I:/1 372 dz.

+oo
9 J:/ arctan x d.
0 1+ 22

sr= [Tl g [Ty
I = — _dzetJ= = dz.
/0 (14a2)2 "¢ /0 (1+a2)?2 "

Exercice 6 (Intégrales de Bertrand)

400 1
Pour a et 8 dans IR on considere I'intégrale impropre I3 = / ——dt.
9 te(Int)?

1. Démontrer que si o > 1 I'intégrale impropre I, g est convergente.
2. Démontrer que si o < 1 l'intégrale impropre I, g est divergente.

3. On suppose ici que a = 1. En effectuant le changement de variable ¢ = e*, étudier la convergence de l'intégrale
impropre I g.

Exercice 7 (Changement de variable)
Etudier 'existence et calculer le cas échéant les intégrales impropres suivantes.

oo dx
1. / T 1 On pourra faire un changement de variables évident...
1 e —

T Ing . . 1
2. dx. On pourra faire le changement de variable y = —. ..
T

o 14 22
1
1
3. L dzx. On pourra faire successivement les changements de variables y = \/x et y = cost.
o Vil — o)
+o0 2
t
4. / (M) dx. On pourra faire le changement de variable u = arctanzx. ..
0 x



Exercice 8
1. Démontrer que pour tout n > 1 entier 'intégrale impropre / T
0 -z
't Int
—1

Lz" Inz

dz converge.

nooe
2. a) Pour n € IN* et t € [0, 1[, démontrer que : Z/ t"Intdt = / dt + I, ou I, est une intégrale que I'on
k=170 0

précisera.
Lo Ine

dx.

b) En déduire la valeur de I = /
0

Exercice 9 L,
Existence et calcul de I = / dx.
0

Inz

Exercice 10
Soient 7" > 0 et f : IR — IR une fonction continue et T-périodique. On note

T T
I= %/ f(t)dt et on considere g : IR — IR définie par : g(z) = / f@)dt — «I.
0 0

a) Montrer que g est de classe C' et T-périodique.

400 _
b) Pour a > 0 que dire de / 7f(t)t Idt ?
+oo _
¢) Montrer que h(x) = / %dt =100 O <%) )

Exercice 11
Soit f: IRt — IR™, continue, intégrable sur IR™. On suppose qu’il existe g : RT™ — IR™ continue et une constante A > 0

xT

telles que pour tout z > 0 : g(z) < A +/ f(®)g(t) dt.

0
En considérant h : x — exp <—/ f@) dt) (A + / ft)gt) dt) de R dans IR, démontrer que g est bornée.
0 0

Exercice 12
1. Soit ¢ : IRT — IR de classe C*. On suppose que hT ¢’ (x) = +0o0. Démontrer que 3 11111 p(z) = 400
2. Soit f:IRT — IR de classe C? telle les fonctions f2 et (f”)? soient intégrables sur IR™.
a) Démontrer que ff” est intégrable sur IR™".
b) Démontrer que si (f')? n’est pas intégrable sur IRT alors 3 liT f(z)f (z) = o0.
r—r+0o0

¢) Qu’en conclure?

Exercice 13

+oco _ +oo —
PournGlNetsGIRonnote:I:/ ltiiogltdt et I(s):/ lctit‘;s(st)dt.
0 0

1. Justifier que 'intégrale impropre I,, converge pour tout n € IN* et qu’elle est strictement positive.

2. Pour tout s € IR, justifier de la convergence de I'intégrale impropre I(s) et exprimer sa valeur en fonction de |s| et 1.
[2u

3. a) Pour tout n € IN*, étudier, a ’aide du changement de variables t = 4/ —, la convergence de I'intégrale impropre
n

+oo 1 — (Cos,/%“)
Jn = ——— % du,
/0 uy/u
et déterminer une relation entre I, et J,.

b) Etablir, pour tout (n,u) € IN*x]0, 1], I'inégalité : '1 — (cos 1/ 27“) < u.

¢) Démontrer que la suite (Jp)nemn= est bornée.



Exercice 14

1
Soit f:]0,1] — IR continue, décroissante, telle que I'intégrale impropre / f(t) dt converge. Démontrer que lir%xf(m) =0.
0 r—r

Exercice 15 (Transformée de Hardy)

—+o0 x
Soit f : IRT — IR™, continue telle que I = / f2(t) dt converge. On note F : x +— / f(t) dt de IR dans IR et on
0 0

considere : | g
Hf:x»—>f/ (@) dt.
T Jo
1. Démontrer que Hy est prolongeable par continuité en 0 en une fonction encore notée Hy.

2. Démontrer que pour tout z > 0 on a : / H;(t)*dt = —F(x)Hf () + 2/ F(&)Hy(t) dt.
0 0

3. En déduire que pour tout z > 0 on a : / Hy(t)? dt < 2V1 / Hy(t)? dt.
0 V Jo

—+oco —+oo
4. Démontrer que H;y(t)* dt converge avec Hy(t)? dt < 4I.
0 0

Exercice 16
Soient a et b réels, f : IR — IR une fonction continue telle que 3 lim f = £ € IR et telle que I'intégrale impropre
xr—r—0o0

converge. Pour u v dans IR on pose : J(u,v) = / fla+zx)— f(b+z)d=x

u—+b v+b
1. Démontrer que pour tout u et v réels on a : J(u,v) = / f(t)dt — / f@)dt.
u+ta v+a
oo
2. En déduire que I(a,b) = / fla+x) — f(b+ x) do converge ainsi que la valeur de cette intégrale.

—o0

Exercice 17

/0 - Ft)dt

+oo
Soit f : [0, +00[— IR, positive, lipschitzienne de rapport k telle que l'intégrale impropre / f(t) dt converge.
0

1. Démontrer que f admet une limite nulle en 0.

2. Démontrer que f2 est intégrable sur [0, +oo].

Exercice 18

2 sin((2n 4 1)t
Pour tout n € IN on pose : I, = / w dt
0 sint
1. Justifier de l'existence de l'intégrale I,, pour tout n € IN* et démontrer que la suite (I,,) est constante.
. s . T gint
2. Démontrer que l'intégrale impropre I = / —— dt converge.
0

3. LEMME DE RIEMANN-LEBESGUES.
Démontrer que si f est une fonction de classe C* sur [a, b] alors :

b
lim / f(t)sinntdt =0

n—-+oo

1 1
4. Pour t dans |0, 5 se f(t) =~ — —.
our ¢ dans |0, 5] on pose f(t) sl
a. Démontrer que f se prolonge par continuité en 0 en une fonction f.
b. Démontrer que f est de classe C* sur [0, ]

5. Déterminer la valeur de I a ’aide des questions précédentes.



Exercices supplémentaires

Exercice 19 z
Soit f € C°(R4,Ry) intégrable sur R. Montrer que %/ tf(t)dt 0.
0

xr—+00

Exercice 20
Soit f € C°(R+,R4) et F sa primitive nulle en 0. Montrer que la convergence d’une des deux intégrales ci-dessous implique

—+o0 —+o0 F
celle de I'autre, et comparer leurs valeurs : / Lt) dt et / ) dt.
o 14t o (141)?

Exercice 21 x/2
Existence et calcul de I = / In(sin t) dt.
0

Exercice 22

/2 dx
Justifier 'existence de .
/0 y/cosx

Exercice 23 +oo
Convergence et calcul de / |z]e” " dz.
0

Exercice 24

+oo 2
tant
Existence et calcul de/ (arctan ) de.
0

Exercice 25 too 211
Existence et calcul de I = / In < > dt.
0

t2



