PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Feuille d’exercices n° 2. Algebre linéaire II.
Quelques corrections

Avertissement. Dans toute cette feuille d’exercice, k désigne IR ou C.

Exercice 2
On note E = C([0,1],IR). Pour f € E on considere 'application T'(f) : [0,1] — IR définie par :

T(f)(x) = F(t — ).

a. Montrer que T : f — T'(f) est un endomorphisme de E.

b. T est-il surjectif ? injectif 7

a) e On note h : [0,1] — IR définie par h(t) = 4(t —t2). Une étude de fonction montre que h([0,1]) =
[0,1]. de sorte que pour f dans E, la composée f o h est correctement définie.

Ainsi, comme pour tout f dans E, f o h est continue sur [0, 1], T(f) est correctement définie et
de classe C! (théoréme fondamental), et vérifie [T'(f)]' = f o h.

En, particulier pour tout f € F, on a T(f) € E.
e La linéarité est pour le lecteur.

b) e Pour tout f dans E, T(f) est de classe C! mais il existe dans E des fonctions qui ne sont pas
dérivables (en donner un exemple!), donc qui ne peuvent étre des images : T'(f) n’est pas surjectif.

e Si fnkerT alors T(f) = 0 donc, en dérivant, f o h = 0. Mais h : [0,1] — [0, 1] est surjective : il
en résulte rapidement que f est nulle. Ainsi T est injectif.

Exercice 3 (Matrices 4 diagonales strictement dominantes)

Soit A = [aijl,<; j<,, une matrice de M, (C). On suppose que A vérifie la condition :

n
Vie{l,...,n}, laig| > lai;l.
Jj=1
J#i
On dit alors que A est une matrice a diagonale strictement dominante.

Z1

T2
1. a) On suppose qu’il existe X = | . [ € C" tel que X #0, AX =0et (Vi € {1,...,n}, |x1| > |x]).

Tn,
Aboutir & une contradiction en utilisant la premiere ligne du systeme AX = 0.
T
T2
b) On suppose qu’il existe X = | .| | € C™ tel que X # 0 et AX = 0. Aboutir a une contradiction.

T,
¢) En déduire que A est inversible.

2. Disques de Gershgorin.

n
Pour ¢ dans {1,...,n} on pose r; = Z lai;| et Aj = D(a;, ;) = {z € K| |ai; — x| < i}

j=1
JF#i

Démontrer que si A valeur propre de A alors A € U A;.
1<ign

Exercice 4
Soit A € M, (k) de rang 1.



1. Démontrer que A = C'L ou C est une matrice colonne et L une matrice ligne. Que dire de A = LC'?

2. Lorsque A # 0, démontrer que %A est la matrice d’un projecteur de IR"™ dans la base canonique dont on
déterminera 'image et le noyau.

Exercice 5 (Commutant)
Soit E un Ik-espace vectoriel de dimension finie n > 1, f € L(E). On pose

c(fy=4{9€ L(E)|[f,g] =0} (commutant de f)

a. Montrer que ¢(f) contient Kk[f] (polynémes en f).

b. On suppose qu’il existe z dans E tel que (x, f(z),..., f*1(z)) soit une base de E. Montrer que c(f) = k[f] =
]knfl[fy

c. Si f est nilpotent exactement d’ordre n, montrer que c(f) = k,—1[f].

Exercice 6
On considére les matrices :
01 0 0 01 0 0
0 010 0 0 0O
A=1o 00 0| ®* 8700 0 1
0 0 0 O 0 0 0O

1. Comparer le rang, la trace le spectre de ces matrices et donner les dimensions de leurs sous-espaces propres.

2. Les matrices A et B sont-elles semblables ?

1. Ces matrices ont méme trace, méme rang, une seule valeur propre qui est 0 (en évidence sur la
diagonale) et le sous-espace propre associé (le noyau de la matrice) est de dimension 2 dans les

deux cas.
0 010
0 0 0O
2 _ 2 _
2. Ona A® = 000 0 et B =0.
0 0 00
Ces deux matrices ne sont pas semblables (car si A ~ B alors A* ~ B* pour tout k € IN).

Exercice 7 (Intersection d’hyperplans)
Soient E un espace vectoriel sur k de dimension n, p > 1 entier, (f1,..., fp) une famille de E* = L(E, k) et

f= (f _ (fl(a:),-ﬂ-{ifp(x)) )

1. Démontrer que f est surjective si et seulement si (fi,..., f,) est une famille libre de E*.

2. Démontrer que : ker f = ﬂ ker f;.
I<isp

3. En déduire la dimension de m ker f; lorsque f est surjective.

1<i<p
1. e Supposons que ¢ soit surjective. Soient oy, ..., o, dans IR tels que :
a1gr + -+ apgy = 0.
Notons (e1,. .., ep) la base canonique de IRP. Soit i € {1, ...,p}. Le vecteur e; admet un antécédent
v; dans E et, pour tout j € {1,...,p} on a : g;(v;) = d; ;. Ainsi, pour tout j dans {1,...,p}, il

vient :

P
0= Zaigi(vj) = Qjy.
i=1



La famille (g1,...,gp) est libre dans E*.

e Supposons que la famille (g1, ..., gp) soit libre dans E*. On raisonne par ’absurde et on suppose
que @ n’est pas surjective : on a donc dimIm f < p — 1. Ainsi Im ¢ est inclus dans un hyperplan
H de IRP.

On consideére alors une équation a1z + - - - + apx, = 0 de cet hyperplan H, ol a4, ..., a, sont des
réels non tous nuls.

On a alors, pour tout € F, p(z) € H, donc :
argi(z) + -+ apgp(l') =0.

Il en résulte que a1g1 + - - - + apgp, = 0, ce qui contredit notre hypothese sur la liberté de la famille
(gla e 7gp>'

2. On a de suite : kerp = ﬂ ker g;.
1<i<p
3. Si ¢ est surjective, le théoréeme du rang affirme que dimker f =n — p.

Exercice 8 (Le lemme des cing)
Soient FE, F', G des espaces vectoriels et f: E — F, g: F — G des applications linéaires. On dit que la suite :

E-Lr%a

est exacte lorsque Im f = ker g. On considere « ’échelle » suivante d’espaces vectoriels et d’applications linéaires
ou les lignes sont exactes et ou les carrés sont commutatifs :

f1 f2 f3 fa

Eq Ey E3 Ey Es

[# |+ [#s | |es

F1 g1 1_712 g2 F3 g3 F4 ga F5

On suppose que @1, P2, P4 et 5 sont des isomorphismes. Montrer que 3 est un isomorphisme.

e Montrons que @3 est surjective. On veut donc démontrer que tout élément y3 de E3 admet un
antécédent par @g.
Fixons y3 dans E3. Comme Im g3 = ker gy on a :

gaog3(ys) =0 (Q)

Mais ¢4 est un isomorphisme : il existe donc x4 dans Ey tel que g3(y3) = pa(x4). Avec (O) on obtient
alors : g4 0 p4(x4) = 0.

Comme les carrés sont commutatifs, il vient 5 o f4(x4) = 0. Mais @5 est un isomorphisme donc
fa(x4) = 0 et ainsi x4 € ker f4 = Im f3 : il existe alors x3 € E3 tel que f3(x3) = x4.

On a alors @4 0 f3(x3) = wa(x4) = g3(y3). Par commutativité des carrés, il vient :

g3 0 @3(x3) = g3(y3)

done, par linéarité de gs, on peut dire que y3 — @3(x3) est dans ker g3 = Im go. On dispose alors de
yo € Fy tel que
92(y2) = y3 —p3(z3)  (VO0)

Comme 5 est un isomorphisme, il existe xo € Fs tel que pa(x2) = yo et ainsi, avec (V0), on obtient :

g2 © 902(552) =Ys — 503(553)

Les carrés étant commutatifs, on a donc @3 o fa(z2) = y3 — p3(x3) et ainsi, par linéarité de 3 il vient
le résultat tant attendu et que 'on n’espérait plus :

’ys = p3(f2(22) + x3) ‘

ce qui démontre que @3 est bien surjective.

e L’injectivité de @3 se traite de la méme maniere. . .



Exercices supplémentaires I

Exercice 9
Soit E' un espace vectoriel sur k de dimension finie n > 1. Démontrer que Im f admet un supplémentaire f-stable
si et seulement si Im f Nker f = {0} et que dans ce cas ker f est 'unique supplémentaire f-stable de Im f.

e Supposons que que Im f admet un supplémentaire f-stable que I'on note F et montrons qu’alors
F =ker f (ce qui démontrera que Im f Nker f = {0} puisque la somme Im f + F' est directe).
Soit & dans F. Comme F' est f-stable, f(xz) € F. Ainsi f(z) € Im f N F = {0} donc = € kerf et on a

déja l’inclusion .

Puis le théoreme du rang affirme que dimker f = n —dimIm f et de E = Im f & F on tire dim F' =
n—dimIm f. Il en résulte que ker f et F' ont méme dimension et avec F' C ker f on obtient : .

e Supposons maintenant que Im f Nker f = {0} et montrons que f admet un supplémentaire f-stable.
Le théoréme du rang affirme que n = dimIm f 4 dimker f; comme Im f Nker f = {0} on en déduit
que :

E=Imf®kerf

Il ne reste plus qu’a démontrer que ker f est f stable ce qui ne pose pas de probleme.

Exercice 10 (Un résultat de factorisation)
Soient E, F et G des espaces vectoriels sur k de dimensions finies, f € L(E,G) et g € L(F, G). Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) N existe h € L(E,F) tel que goh = f
(ii) Im f C Im g.

e (i) = (ii). Supposons qu’il existe h € L(E, F) tel que go h = f et montrons que Im f C Im g.
Soit y € Im f. 1l existe alors « dans F tel que f(z) = y donc g o h(z) = y et ainsi g(h(z)) = y. Il en
résulte que y admet un antécédent par g (qui est h(z)) donc y € Im g.

On a donc bien [Im f CImg |

e (ii) = (i). Supposons Im f C Im g et montrons qu'il existe h € L(E, F) tel que goh = f. On est rusé
comme un singe et on se rappelle que pour définir une application linéaire il suffit de la définir sur une
base.

Notons (eq,...,e,) une base de E. Comme Im f C Im g, alors pour tout ¢ dans {1,...,n} on a
f(e;) € Im g et ainsi il existe v; dans F tel que f(e;) = g(v;).

Soit h I'unique élément de L(E, F) tel que h(e;) = v; pour tout i € {1,...,n}. On a alors :
f(e;) =goh(e;) pourtoutie{l,...,n}

et ainsi par linéarité il vient : f = go h.

Exercice 11
Soit f : IR[X] — IR[X] définie par : f(P) = P(X +1) — P(X).

1.

Démontrer que f est un endomorphisme de IR[X]

2. Déterminer ker f.
3.
4. Soit F l'ensemble des polynémes P de IR[X] tels que P(0) = 0. Montrer que F est un sous-espace vectoriel

Montrer que pour tout n > 1 entier on a : f(IR,[X]) = IR,,—1[X]. En déduire Im f.

de IR[X] puis que ker f et F' sont supplémentaires dans IR[X].

1. Pour le lecteur.



2. e Soit P € ker f. On a alors P(X 4+ 1) = P(X). Ainsi, pour tout k € IN il vient P(k + 1) = P(k)
et une récurrence immédiate (& écrire) donne P(k) = P(0) pour tout k € IN.
Ainsi, le polynéme @Q = P— P(0) admet une infinité de racines : ¢’est le polynome nul. Il en résulte
que P est constant.

e Les polyndémes constant sont dans ker f.
Conclusion. ker f = IRo[X].

3. Question subtile et tres jolie!

e Soit n > 1 entier. Soit P € IR, [X]. En écrivant P = Zaka, on a:

k=0
f(P) = D aX+1)F =D apX*
k=0 k=0
n k k n
- Zakz<i>X’ > apx*t
k=0 =0 k=0
n—1 k k n—1
= an X"+ > ary ( : ) X' —ap X" =Y apX* € Ry [X]
k=0 =0 k=0

Ainsi, puisque R,,_1[X] C IR, [X], on peut dire que IR,[X] est stable par f. Notons alors f,
Iendomorphisme induit par f sur IR,[X]. On a clairement Im f, C IR,_1[X] d’aprés ce qui
précede. De plus, le théoreme du rang donne :

dimIm f,, = dim IR, [X] — dim ker f,,.

Mais il est immédiat de vérifier que ker f,, = ker f N IR,,[X] = Ro[X] qui est de dimension 1.
Il en résulte que Im f,, est de dimension n. Comme Im f, C IR,,_1[X], on peut conclure que
Im f, = IR,,_1[X]. Cela répond & la premieére partie de la question puisque Im f,, = f(IR,[X]).

e Prenons maintenant @ € IR[X]. Il existe alors N € IN tel que @ € IRy [X] et ainsi @ € Im f,,11.
Il existe alors P € Ry4+1[X] tel que Q = fy41(P) = f(P), de sorte que IR[X] C Im f. L’inclusion
réciproque étant évidente, Im f = IR[X] (ce qui prouve que f est surjectif).

4. o Soit dp : IR[X]| — IR définie par do(P) = P(0). Cette application est linéaire et F' = ker dy donc
F est un sous-espace vectoriel de IR[X].

e Supposons que IRR[X] = F + ker f. Soit P € IR[X]. On peut donc écrire P = Q + R avec Q € F
et R € ker f = IRo[X]. Ainsi P(0) = R(0), puisque @ € F'. Il vient donc, comme R est constant
R =P(0) et Q=P — P(0).

Conclusion partielle : si IR[X] = F + ker f alors IR[X] = F @ ker f.

e Soit P € IR[X]. On pose @ = P — P(0) et R = P(0). On a de suite P = Q + R ainsi que Q € F
et R € ker f. Il en résulte que IR[X] = F + ker f.

Conclusion. IR[X] = F @ ker f.

Exercice 12

Soit E un espace vectoriel sur K = IR ou C de dimension n > 2. Soit f dans £L(E) qui n’est pas une homothétie.
0
1

Démontrer qu’il existe une base 8 de E telle que la premiere colonne de la matrice de f dans (8 soit 0

Avec le lemme de Schur (& redémontrer!), comme f n’est pas une homothétie, il existe zy € F tel que
(0, f(z0)) soit une famille libre. On complete cette famille en une base 5 de E : cette base convient.



Exercice 13
Soit B ’ensemble des suites complexes indexées par IN et bornées.

1. Montrer que B est un sous-espace vectoriel de 'espace CN de toutes les suites complexes.

2. Pour tout u dans B on note T'(u) la suite définie par :
Vn € IN, [T(uw)]n = tUnt1

a. Démontrer que T est un endomorphisme de B.
b. T est-il injectif 7 Surjectif ?
3. Pour A € C, donner une CNS pour que A soit valeur propre de T' c’est a dire pour qu’il existe u € B, non
nul, vérifiant
(x)  T(u) = Au.
Quels sont alors les vecteurs u de E vérifiant (%) ?
4. On suppose qu'’il existe S € L(B) telle que T o S = Idp.
a. Démontrer que S o T est un projecteur de noyau ker 7" et d’image Im S.
b. S est-elle injective ? Surjective ?
c. Démontrer qu'il existe bien une telle application linéaire S.

1. Tout d’abord la suite constante de valeur 0 est dans BB. Puis soient u et v dans B ainsi que A dans
C. Comme u et v sont dans B il existe M7 et Ms réels tels que pour tout n > 0 entier on ait :
lun| < My et |u,| < M.

Ainsi, pour tout n € IN on a : |, + Av,| < |un| + [A|vn| < My + || Mo,
ce qui prouve que la suite u + Av est bornée.

Conclusion. ’B est un sous-espace vectoriel de I'espace CIN ‘

2. a. e Soit u dans B. Notons v = T'(u). Comme v € B, il existe M réel tel que pour tout ,n € IN
on ait |u,| < M. Sin € IN on a donc : |v,| = |upi1] < M.

Ainsi, ’1a suite v = T'(u) est bornée ‘

e Prenons maintenant u et v dans B ainsi que A complexe. Pour tout n € IN on a :

[T(u+ M)]n = (U4 A0)nt1 = tng1 + Avpgr = [T(W)]n + AT (0)]n

donc ’T(u + ) = T(u) + AT (v) ‘

Conclusion. ’ T est un endomorphisme de B ‘

b. e Soit u la suite de B définie par ug = /7 et u, = 0 pour tout n > 1 entier. La suite T'(u) est
la suite nulle donc ker T' n’est pas réduit & {0} (ot 0 désigne la suite nulle).

Conclusion. | T' n’est pas injectif ‘

e Soit v un élément de B. On consideére la suite u définie par ug = 7 e*2 et u,, = v,,_; pour
tout n > 1 entier. Pour tout n dans IN on a alors :

[T(u)]n = Un+1 = Un

done T'(u) = v et ainsi | T est surjectif |

3. e Supposons que A soit une valeur propre de T'. Il existe un élément u de B, non nul, tel que :
T(u) = Au.

Ainsi pour tout n € IN on a [T(u)]n, = Aup, 1.€. Upir1 = Ay,

On peut donc dire que lla suite u est géométrique de raison A |.

Comme u est une suite bornée, on doit avoir |A| < 1.



En effet, pour tout n dans IN on a u,, = \"ug donc :
[un| = A" Juol -
— Si ug = 0 alors u est la suite nulle ce qui contredit son statut de vecteur propre de T.

— Ainsi ug # 0 et si |A| > 1 alors |uy,]| o 00 ce qui est absurde puisque la suite u est
oo

bornée.

e Réciproquement, si u est une suite géométrique de premier terme non nul et de raison A complexe
tel que |A| < 1 alors u est une suite bornée et c¢’est un vecteur propre de T pour la valeur propre
A

Conclusion. Pour A € C on peut dire que : A est valeur propre de T si et seulement si [A| < 1. Les
vecteurs propres associés a A sont alors les suites géométriques de raison A\ et de premier terme
non nul.

4. a.eOna(SoT)? = (SoT)o(SoT)=S0(ToS)oT =SoldgoT = SoT ce qui permet
d’affirmer que’S o T est un projecteur ‘

e On a clairement ker T' C ker(S o T'). Puis on a encore :

ker(SoT)CkerTo(SoT)=ker(T'oS)oT =kerldgoT =kerT.

Par double inclusion, on peut conclure que ’ kerT = ker(SoT) ‘

e On a treés facilement Im (S o T) C Im S et, de la méme maniére, on a :
Im(SoT)oS CIm(SoT).

Or (SoT)oS=S0(ToS)=Soldg=SdoncImS CIm(SoT).

Par double inclusion, on a : ’Im (SoT)=Im S ‘

b. e puisque si u € ker S alors u =T o S(u) = T'(0) = 0.

e On a vu que S o T est projecteur d’image Im S et de noyau kerT" donc B =Im S @ ker T
Comme ker T est non trivial, Im S est strictement inclus dans B : ’ S oT n’est pas surjectif |

c. Pour u dans B on considere la suite S(u) définie par :
[S(u)]n = un—1 pour n > 1 entier et [S(u)]o = 0.

La suite S(u) est bornée et S est un endomorphisme de B tel que T'o S = Idp. g

Exercice 14
Pour k € {0,...,3} on considere la fonction f : IR — IR définie par : fj(z) = z¥e?.
On pose F3 = vect(fo, f1, f2, f3)-

1. Déterminer une base 8 de Fj.
xr

2. Soient « réel et ® Iapplication qui & f dans F5 associe : ®(f) : z — f @) de.
«@
Démontrer que ® n’est pas un endomorphisme de F3.

xT
3. Soit ¥ lapplication qui a f dans F3 associe : ¥(f) : z — / f(t) dt.
— 00
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de F3 et préciser la matrice de ¥ dans .

1. La famille 8 = (fo, f1, f2, f3) est libre. En effet, soient Ag, A1, A2, A3 des réels tels que :



3 3
Pour tout = réel on a alors Z Niz'e® =0 et comme exp > 0, il vient : Z Nzt = 0.
i=0 i=0
3
Il en résulte que le polynéme Z)%X * a une infinité de racines : il est nul, et donc tous ses
i=0
coefficients sont nuls.

Ainsi )\0 = )\1 = )\2 = Ag =0.
La famille S est donc libre et engendre F3 : c’est une base de Fj.

2. Soient « réel et ® Papplication qui & f dans F3 associe : ®(f) : x — / f@) de.

Démontrer que ® n’est pas un endomorphisme de Fj.

e Notons que ® est lindaires de C(IR,IR) dans IR™ (cela résulte sans trop de difficultés de la
linéarité de 'intégrale. . .).

e On a, pour tout x réel :
B(f)() = [ ot dt = o = fofo) ~

Mais la fonction constante strictement positive x — e* n’est pas dans Fs : ®(fy) ¢ Fs.

En effet, pour tout & € IN, on a : zFe*~® — 0. Ainsi les éléments de F3 ont une limite
Tr—r— 00
nulle en —oo (par régle opératoire sur les limites). On peut donc en conclure qu’aucune

fonction constante non nulle n’est dans Fs.

Il en résulte que ® n’est pas un endomorphisme de F3.
3. e Montrons que ¥ est linéaire. Soient f, g dans F3 et A réel. Pour tout = réel on a :

U(f 4+ Ag)(a) = / (f+Ag)(t)dt=/_x f(t)dtﬂ/w oft) dt

— 00 — 00

= Y(/f)(2) +A¥(g)(x)
Ainsi U(f + A\g) = U(f) + \¥(g).
e Déterminons, pour tout k dans {0,...,4}, U(fx).

x

Pour tout x réel on a U(fy)(x) = / el dt = ¢* donc U(fo) = fo.

— 00

Puis, fixons k dans {1, 2,3}. Pour tout z réel on a :

z x
R MR R ) N
o IPP —o0
= xkew _k/ tk_let dt

o U(f3) =f3—3¥(f2) = fs —3fa+6f1 —6fo.
Less images des éléments de 8 par ¥ appartiennent donc a F3 : ¥ est un endomorphisme de Fs.
1 -1 2 -6
1 -2 6
0 1 -3
0 0 1

La matrice de ¥ dans § est alors : [f]g =

o OO

Exercice 15 m
Soient m un entier naturel strictement supérieur a 2, n un entier naturel non nul et strictement inférieur a 5 On

note J I'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a m. Soit A = X"+ a,_1 X" ' +...4+a1 X +ag €R [X].
On note I un intervalle de R d’intérieur non vide sur lequel A ne s’annule pas.
Pour tout P € R,, [X] on note f (P) le polynéme de R[X] : f (P) = AP’' — PA’.



5

NEPENAS AN AN

. a

Soit P € R,, [X]. Déterminer en fonction de m et n la valeur maximale p du degré du polynéme f (P).

=3

Montrer que f est une application linéaire de R,, [X] dans R, [X].
Soit @ un polynéme de R [X] tel que QA soit élément de R, [X]. Déterminer f (QA).

Montrer qu'un polynéme P de R,, [X] est dans ker f, le noyau de f, si et seulement si pour tout = € I
!

[oFaNe

ona|—| (z)=0.

A
En déduire ker f.

e) Déterminer le rang de f.
. Pour tout i élément de J, on pose Y; = f (XZ)

a) Montrer que la famille de polynémes (Yi)z'eJ\{n} est une base de Im f, 'image de f.

b) En calculant f (A), déterminer les coordonnées de Y,, dans cette base.

)

) Pour tout i € J, étudier le degré du polynome Y;.

b) Déterminer la valeur minimale du degré d’un polynéme S non nul de Im f.

) i) En utilisant la question 1)c), montrer que tout polynéome de R, [X] divisible par A? appartient a

Im f.

ii) En déduire qu'un polynéme S de R, [X] appartient & Im f si et seulement si le reste R de la division
euclidienne de S par A? appartient & Im f.

iii) Pour tout polynéme S de Im f, déterminer alors la valeur maximale du degré de R.

M avec S = f (P).
(A(x)) J&)

. Dans cette question, m est un entier naturel strictement supérieur & 6 et A = X2 — X + 1.

C

. Soit P € Ry, [X]. Déterminer I'ensemble des primitives sur I de z

a) Calculer Yy, Y7 et Y5 et montrer que le polynome S = X4 4+ 4X3 —2X2 — 2X — 1 est élément de Im f.
zt + 423 — 222 — 20 — 1
(23 —z +1)° -

b) Déterminer une primitive sur I de z —

1. a. f(P)=AP — PA’ est au plus de degré deg A 4+ deg P — 1 < n+ m — 1. Cette valeur est at-
teinte pour P = X™ car le terme de plus haut degré de f (X™) est mX"X™ 1 —pXn-1X™ =
(m —n) X"t~ qui est de degré m +n — 1 (car on a m — n # 0 puisque m < 5)

Conclusion : ’ La valeur maximale du degré de f (P) est doncp=m+n—1 ‘

b. Par définition de p & la question précédente, on a f : Ry, [X] — R, [X]. La linéarité de f est
immédiate (mais & vérifier).

Conclusion : ’ f est une application linéaire de R,, [X] vers R, [X] ‘

c. Si Q€ R[X] est tel que QA € R, [X] alors on a :
F(QA) = A(QA) — (QA) A" =Q'A?
d. Soit P dans IR,,[X]. Alors P € ker f si et seulement si AP’ — PA" = 0 i.e. (puisque I est
infini) si et seulement si pour tout x € I on a A (z) P’ (x) — P (z) A’ (z) = 0.
Puisque A ne s’annule pas sur I cette derniere assertion est équivalente a : pour tout x € I,
A(z) P (z) — P (z) A" (x)
(A (2))”

ce qui signifie exactement que pour tout x € I, (%)/ () =0.

11 vient donc P € ker f si et seulement si (puisque I est un intervalle) il existe A € R tel que
pour tout z € I on a igzg = ) si et seulement si il existe A € R tel que pour tout x € I on a
P (z) = M () i.e. ( car I est infini) il existe A € R tel que P = A\A.

Conclusion : ’ker f = vect(A) ‘

e. D’apres la formule du rang, et comme on vient de voir que dimker f =1 (car A # 0), il vient

que |rg(f) = dimR,, [X] —1[=m].



2.

a.

C.

La famille (1, X,..., X" % A, X" . X™) est une base de Ry, [X] car les degrés sont éche-
lonnés de 0 a m. Il vient :

nf = veet (f (1), F(X), o f (X7Y) £ (A), £ (X7 F (X™))
= wveet (f (1), f(X),.. f(X"1),0,f (Xnﬂ) s [ (X))
= vect (f (X’?))Z_GJ\{”} = vect (Yi)z‘eJ\{n}

la famille de m — 1 vecteurs (Y;),. I\{n} engendre donc Im f qui est de dimension m — 1, donc

(f (Xi))iEJ\{n} = (Yi);ey\(n) est une base de Im f |

On a f(A) =0 d’une part. Or d’autre part :

f4) = f(X"+an 1 X" '+ . +a1X +ag)
= fX") 4 an1f (X" 4. +arf(X)+aof(1)
= Yotapn 1Yo 1+ ... +ai¥1 +ae)p

Il vient ainsi :
’Yn =—apYp—a1Y1 — ... —ap 1Y, 1+ O.Yn+1 +..4+0Y, ‘

Pour tout 4 € J on a Y; = {AX""! — A’X? qui est un polynéme de degré au plus n +
i—1 (> 0car n > 1) et dont le terme de degré n + i — 1 est (i —n) X" =1 Ainsi
’pour tout i € J\ {n} Y; est de degrén—ki—l‘(cari—n;&O).

Maintenant pour i =non a Y, = —agYy —a1¥1 — ... — ap—1Y,—1 et (on vient de le dire)
degYo=n—-1<degYi =n<..<degY,_ 1 =2n—2. Ainsi:

— premier cas, g = ... =a,—1 =0 (l.e. A=X")alors Y, =0et .

— deuxiéme cas, il existe k € {0,...,n — 1} tel que ay # 0 (i.e. A # X™) alors
’dngn =n—1+max{k € {0,..,n— 1} Jax # 0} ‘

. 818 e (Im f)\ {0}, alors S = > b;Y; ou (bo,..es b1, bpt1, ooy b)) € R™\ {0} or
i=0

i;n
degYy = n—-1<..<deg¥n_1=2n—-2<deg¥,t1
——

=2n

<.<degV,=n+m-1

donc deg S = degYi (=n+k—1) ou k = max {i € J\ {n} /b; # 0}; en particulier deg S >
n—1. Comme de plus deg Yy = n—1 (et Yy € Im f), on peut donc dire que la valeur minimale
du degré d’un polynéme non nul de Im f est n — 1.

i. Soit P € R, [X] divisible par A%. On dispose de Q1 € R[X] tel que
P = A%Q,

Si on prend alors un polynéme @ de R[X] tel que Q' = Q7 (Q est une primitive de @Q1),
on a en premier lieu QA € R,,, [X] car deg P = 2deg A+deg @1 < p doncdeg@Q; < p—2n
doudegQ <p—2n+1l=m+n—-1—-2n+1=m —n et ainsi

deg AQ =degA+deg@Q@ =n+deg@Q <m
Il vient donc, avec la question l.c. f (AQ) = A2Q" = A%2Q, = P.

Conclusion. .

ii. Soit S € R, [X]. Soit R le reste de la division euclidienne de S par A2, Q le quotient. On
aS = A%Q+ R. Comme S € R, [X] on a A%Q € R, [X], et A%Q est divisible par A?,
donc, avec la question précédente, A2Q € Im f. Ainsi :

SelmfoS—A2QeImfe Relm f
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iii. Soit S € Im f. R étant le reste de la division euclidienne de S par A% on a deg R <
deg A% = 2n. De plus R € Im f donc R est combinaison linéaire de Y; avec i € J\ {n} on
a une famille (b;),c \ (,,y de réels tels que R = 3 b;Y;. Mais comme
i=0
i#n

degYo=n—-1 < degVi=n<..<degV,-1=2n—-2

<degY,n41 =2n < ... o< degY,
W—/
=n+m—1
n—1
et que deg R < 2n — 1, il vient que bp41 = ... = by, = 0 et donc que R = ) b,;Y; et donc
i=0

deg R < 2n — 2. Si on ajoute que pour S =Y,,_1 ona R =Y, _1 de degré 2n — 2, on en
conclut que :

’ la valeur maximale du degré de R est 2n — 2 ‘

4. On a pour tout x € I,

S (z) A(z) P (z) — P(x) A (2) (P> ()

(A (2))? (A (2))? A
o S (x) .
donc les primitives sur I de x — ———= sont les fonctions de la forme :
T
P (z)
— U R
xHA(x)—&—)\ou/\e

5. a. Ona:
— Yo=-A"=-3X%+1
— N =A-AX=(X*-X+1)-(3X>-1)X =-2X?+1
— Y, =2XA— A’ X? donc :

Vo=2X(X*-X+1)-(3X*-1)X?=-X"- X +2X.
et S =X1+4X%—2X2-2X -1=— (X' - X2 +2X)-2(-2X>+ 1)+ (-3X2 + 1) donc

S =—Y, -2V, +Y, dou .

b. Avec la question précédente on a S = f (—X2 —2X + 1); une primitive sur I de x +—
at +42% — 222 - 20 -1 S(x)
(a8 —z+1)° (A(z))

5 est donc, avec la question 4)

—z2 -2z +1

H
. 3 —z+1

Exercice 16
Dans tout I'exercice, n et N désignent des entiers supérieurs a 2.

1. On note H,, 'ensemble des matrices de trace nulle de M, (IR).

a) Justifier que H,, est un hyperplan de M,,(IR) et donner sa dimension.
b) Trouver un supplémentaire de H,,.

2. Soit F un espace vectoriel sur IR de dimension NV et f une forme linéaire sur E.
a) Soit g une forme linéaire sur E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe A réel tel que f = Ag.
(2) kerg C ker f.
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p

b) Démontrer par récurrence sur p que si g1, . . ., gp sont des formes linéaires sur E telles que ﬂ ker g; C ker f
i=1
alors f € vect(g1,...,0p).
¢) On suppose dans cette question que n < N.
En utilisant le théoreme de la base incomplete, justifier que si g1, ..., g, sont des formes linéaires indé-
pendantes sur F alors :
n
dim (ﬂ kergi> =N —n.
i=1

1. a) tr est une forme linéaire sur M,,(IR), non nulle (puisque tr(Z,) = n). Par le théoréme du rang
H, = kertr est de dimension n? — 1.
b) Toute droite de M,,(IR) engendrée par une matrice de trace non nulle est un supplémentaire
de H,. En particulier vect(I,) est un supplémentaire de H,,.

En effet, soit A € M,,(IR) telle que tr(A) # 0.

— Si M € H, Nvect(A) alors tr(M) = 0 et il existe A réel tel que M = AA. Comme
tr(AA) = Atr(A), il vient A = 0 , puisque tr(A) # 0, et ainsi M = 0. De 1a :
H, Nvect(A) = {0}.

— dim M, (IR) = dim H,, + dim vect(A)

Ainsi M, (R) = H,, ® vect(A).

2. a) e (1) = (2). On suppose qu'il existe A réel tel que f = Ag. Si z € ker g alors :
f(@) = Xg(x) =0,
donc x € ker f.

e (2) = (1). On suppose kerg C ker f. Si kerg = E, on a f = g = 0 et la conclusion est
immédiate.

Sinon, il existe xg € E tel que g(zg) # 0. On a alors facilement (&4 montrer) :
E = ker g ® vect(zo).

Posons h = f(xo)g — g(xo)f. Soit € E. On écrit © = y + Axg avec A € IR selon la somme
directe E' = ker g ® vect(xp). Par hypotheése on a f(y) = 0 donc :

h(z) = f(z0)(g(y) +9(w0)) — g(zo) ( f(y) +9(fo)) = 0.
<~ —~~
=0 =0
Cela étant vrai quelque soit le choix de  dans F, il vient h = 0 et ainsi :
f(@o)

9(wo)
——
€R

=

b) On considere, pour p € IN*, la propriété P(p) : « Si F' est une espace vectoriel réel de dimension
finie, si f est une forme linéaire sur F' et si g1,...,gp sont des formes linéaires sur F telles

P
que ﬂ ker g; C ker f alors f € vect(g1,...,9p). »

i=1
e La propriété P(1) est vraie, d’apres la question précédente.

e Supposons que P(p) soit vrai pour un certain entier naturel p > 1. Supposons que F est

un espace vectoriel réel et que g1,...,gp+1 et f sont des formes linéaires sur F' telles que
p+1
ﬂ kerg; C ker f.
i=1
p+1 D
— Si gp41 est la forme nulle alors ker g, = F et alors ﬂ ker g; = ﬂ ker g;, donc
i=1 i=1

?:1 ker g; C ker f . On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence d’ou f €
vect(g1, ..., pn) = vect(gi, ..., gpt1).
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— On suppose maintenant que g,41 n’est pas la forme nulle. Alors ker g,11 est un
hyperplan de F. Pour ¢ € {1,...,p}, on note h; la restriction de g; & ker g,1,
ainsi que h la restriction de f a ker gp41. Il s’agit de formes linéaires sur 1’espace
vectoriel de dimension finie ker gp1.

Soit maintenant x € ker gp1.

P
On suppose que z € ﬂ ker h;. On a alors g;(z) = h;(x) = O pour tout ¢ € {1,...,p}

i=1
p+1

donc z € m ker g; C ker f. Ainsi f(x) =0 donc h(z) = 0.
i=1

P
Il en résulte que ﬂ ker h; C ker h.

i=1
On applique I’hypothese de récurrence avec I’espace vectoriel ker g,41. On a donc :

p
h € vect(hq, ..., hy) : il existe ainsi a4, ..., a, dans IR tels que h = Z a;h;.

k=1
Pour tout x € ker gy41 on a donc :

flx) =) aigie) = hiz) = Y aihi(z) =0,
k=1 k=1

P
de sorte que ker g,41 C ker <f - Z%Qi)- D’apres la question précédente, il

k=1
existe a1 réel tel que :

P
f- E Aigi = Qpr1G9p+1-
k=1

Cela permet de conclure que P(p + 1) est vraie.

c¢) Soient g1, ..., g, des formes linéaires indépendantes sur E. Comme L(E,IR) est de dimension
n, on peut compléter la famille libre (g1,...,9p) en une base 8 = (¢1,...,9,) de L(E,IR). On
a alors la suite d’inclusions :

n n—1
ﬂkergi C ﬂ kerg; C --- C kerg; C E.
i=1 i=1 Y

—_——  ————— =Fn_1
=Fp I
Supposons un instant qu’il existe k € {0,...,n — 2} tel que
n—k n—(k+1

)
ﬂ kerg; = ﬂ ker g;.
i=1 i=1

n—(k+1)
On a alors m ker g; C ker g,,—, et selon la question 2b, g, € vect(gy, ... ,gn,(kﬂ)), ce

i=1
qui est absurde, par liberté des éléments de 5.

De plus g, n’est pas la forme nulle, donc les inclusions :

FhbCcFkFC---CF, 1CFE

sont strictes. De 14 :
dim Fy < dimF; < --- <dim F,,_1 < n.

Cela force dim F, = k pour tout k € {0,...,n — 1} et on peut donc conclure.
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