PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Feuille d’exercices n° 1. Algebre linéaire 1.

Exercice 11
1. Supplémentaires dans R™. Soit n € N, n > 2, E = R". Solent D = vecty {e} ot e = (1,1,...,1) et
H = {(z1,22,...,xn) ER", 21 + 29+ ... + £, = 0}. Montrer que D et H sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F.

2. Soit E le R-espace vectoriel R = F(IR,IR) (pour les lois usuelles). Soient a € R, Fy = {f € E, f (a) = 0},
Go I’ensemble des fonctions constantes sur R.
Etablir que Fy et Gg sont deux sous-espaces vectoriels de E et qu’ils sont supplémentaires dans F.

1. On vérifie que H N D = {0}. Mais H est un hyperplan de E (noyau d’une forme linéaire non
nulle), donc dim H + dim D = dim E. On peut donc conclure que :

E=HoD.

2. Icion est en dimension infinie. Dans ce cas, il est plutot judicieux de raisonner par analyse/synthese.

Tout d’abord Fyy = ker d, ou d, est la forme linéaire f — f(a) : ¢’est donc un sous-espace vectoriel
de E.

Puis Gy = vect(1) ol 1 est la fonction constante de valeur 1.

Analyse. On suppose que E = Fy + Gy. Soit h dans E. 11 existe alors f € Fy et g € G telles que :
h=f+g.
On a alors h(a) = f(a) + g(a) = g(a). Ainsi :

g =h(a)
(S){f=h—h(a)

On vient de démontrer que : SI la décomposition existe, elle est unique et elle est donnée par (.5).

Syntheése. Soit h dans E. On définit deux éléments f et g de E grace a (S). Onaalors: h= f+g
avec f € Fy et g € Gg. Il en résulte que E = Fy + Gy.

Conclusion. F = Fy ® Gy.

Exercice 12
Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n > 1 et uy, ..., u, dans L(E)\ {0} tels que pour tout (¢,7) dans

2 . 4
{1,...,n}" on ait u; o u; = 0]u;.

n
1. On pose E; = Im u; pour tout ¢ € {1,...,n}. Démontrer que E = @El
i=1

2. Qu’en déduire pour le rang de chaque u; ?

Ici 6? est le symbole de Kronecker (égal & 1 si i = j et égal a 0 sinon).
n

1. e Montrons que la somme Z E; est directe. Soient y1,...,y, dans E; x --- x E, tels que :
i=1

ity =0,

n
Pour ¢ € {1,...,n}, il existe z; € F tel que y; = u;(z;). On a donc Zul(asi) = Qet ainsi, pour
i=1

tout k € {,...,n}, il vient :

U (Z uz(a:,)> =0 ie. Zuk oui(z;) = 0.



On obtient donc ug(zx) = 0 i.e. yp = 0 pour tout k € {,...,n}
n

La somme Z FE; est donc directe.
i=1

e On a
n

n > dim E; | = dim F; > n.
(&) -Sans

=1
i >1

Ainsi dim <@ Ei> =n donc E = @ E;.
i=1 i=1
2. Cela force rg(u;) =1...

Exercice 13
Soit f € L(E) telle que f3 = f2 + f. Montrer que E = ker f & Im f.

Raisonnons par analyse/synthése.

o Analyse. Supposons que F = ker f + Im f. Soit = dans E. 1l existe donc y dans ker f et z dans Im f
tels que :
r=y+z.

Ainsi f(z) = f(y) + f(z) = f(z). Comme z € Im f, il existe 2’ dans E tel que z = f(z'). Il en résulte
que :
fla) = f2 ().
Mais f2 = f3 — f. Ainsi f(x) = f3(2') — f(z') = f?(x) — 2 ce qui amene :
2
o [2= F2) ~ 7@
( ){y=m+f(w) T

Conclusion partielle. Si F = ker f 4+ Im f, alors la somme est en fait directe, puisque un élément x de
E se décompose de maniere unique selon ker f + Im f.

o Synthése. Soit x dans E. On définit alors y et z dans E via (©). On a alors

z=f*(z) - f(x) = f(f(z) —z) €Im f
fy) = f(x) + f(x) — f3(x) =0, puisque f> = f?+ f, donc y € ker f

Conclusion. Tout élément de E peut s’écrire comme somme d’un élément de ker f et d’un élément de

Im f, ce qui assure, avec 'analyse, que : ’ E=ker f@®Im f ‘ O

Exercice 14 (Lemme de Fitting)
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

1. Montrer que les suite Im (u™) et Ker (u™) sont monotones et constantes & partir d’un certain rang N (pour
Iinclusion). Montrer alors que E = Ker (V) @ Im (u?).

2. Démontrer que F' = Ker (uV) et G = Im (u®) sont stables par u. On note g = u |& et h = u |&. Démontrer
que g est nilpotent et h inversible.

3. Déduire des questions précédente que toute matrice M dans M, (K) est semblable & une matrice de la forme

(V@)

ou N est une matrice carrée nilpotente et C' une matrice carrée inversible.



1. e Soit n dans IN. Si o € keru™ alors u"(z) = 0 donc u(u™(x)) = 0 et ainsi u"*(z) = 0. Il en
résulte que = € ker u™*t! ce qui assure que ker u™ C ker ut1.

Conclusion partielle. ’La suite (ker u™) est croissante pour 'inclusion ‘

Posons, pour n € IN, d,, = dimker ™. La suite (d,,) est croissante, majorée par dim E : elle est
convergente. Or toute suite dans 7Z qui converge est stationnaire (i.e. constante & partir d'un
certain rang).

En effet, soit (z,) une suite dans Z telle que x,, +—> ¢. 11 existe alors N entier tel que
oo
pour tout n > N on ait :

|7, — €] <

| =

1
Or, lintervalle [¢ — %, {+ %] est de longueur 5" il ne peut contenir qu’un seul entier. Cela
implique que, pour tout n > N on a : x, = xn. O

Ainsi, on dispose de N entier tel que d,, = dy sin > N. Pour n > N, on a donc ker u? C ker u™
et dimu®” = dimu” : il en résulte que les sous-espaces ker u™ sont tous égaux deés que n > N.

e Soit n € IN. Si x € Im f**H!, il existe 2/ € E tel que z = f*H1(a’) = f*(f(2')) € Im f". Ainsi
Im f* O Im ftt |

Puis le théoréme du rang affirme que, sin > N :

dimIm f* =dimE — d,, = dim F — dy = dimIm fV,

et Im f O Im f". Ainsi, sin > N on a Im f* = Im fV.

Conclusion. La suite (ker u™) est croissante pour l'inclusion, la suite (Imu™) est décroissante pour
Iinclusion et ces deux suites sont stationnaire a partir d’un méme rang N.

e Montrons maintenant que F = ker u™ @ Im u™.

Si y € keru™ NImu?, alors uV(y) = 0 et il existe x dans E tel que y = u™(x); ainsi
u?N (z) = 0 donc = € keru?? = keru® d’ou y = u¥(z) = 0. On a donc ker v N Im v = {0} :

’la somme ker u?Y 4+ Im u? est directe |.

M

Puis le théoreme du rang assure que dim E = dimIm «” + dimker . Ainsi on a bien :

= ke N@mu .
’E ker u I N‘

2. e Montrons que F' et G sont stables par u.
Soit z dans F. On a donc u™ (x) = 0 et ainsi 0 = u(u™(z)) = v (u(z), donc u(z) € F : F est
stable par u.
Soit y dans G. Il existe z dans E tel que y = uN (x). Ainsi u(y) = vV (u(z)) € Imu" = G : G est
stable par u.

e Montrons que g est nilpotent. Soit z dans F. On a k™ (z) = u (z), par définition de h. Comme
F =keru, on a h'V(x) = 0, ce qui assure que | h est nilpotent |

e Montrons que h est inversible. Soit y dans ker h. Comme y € Im u”, il existe z dans E tel que
y = u™(z). Ainsi :
0= h(y) =™ ().

Il en résulte que = € keru™+! = keru’, donc y = 0. Ainsi ker h = {0}, ce qui signifie que h est

un endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de dimension finie : ’ h est inversible |.

3. Rappelons le résultat essentiel suivant : deux matrices de M,,(K) sont semblables si et seulement
si elles représentent le méme endomorphisme de K™.

Soit M dans M, (K). Soit v 'endomorphisme de K™ canoniquement associé & M. On applique a
cet endomorphisme u de K" les résultats des deux questions précédentes, d’ou, avec les notations



précédentes, F et G ainsi que g et h.

Soit 3 une base de F et v une base de G. Notons N = [g]3 et C = [h],. Comme g est nilpotent,
N est nilpotente. Comme h est inversible, C' est inversible. Enfin, comme E = F @ G, la famille
B = Rec(3,7) est une base de E et, toujours selon le cours :

[u]B:< 0 )

=]

Cela assure que M est semblable a ( 0 g > . O



Exercices supplémentaires I
Exercice 15

Soient F et G les parties de IR® définies par :
F={(z,y,2) eR’ |z —y+2=0 et 2+y=0} et G={(v,y,2) e R |z —y+2=0}.

1. Démontrer que F, G sont des sous-espaces vectoriels de IR® en en déterminer la dimension ainsi qu'une base.
Déterminer FNG et FUG.

2. Soit f I’endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
M=|1 0 -1
0 -1 -2

Déterminer le noyau et I'image de f.

— _t
T =3

1. e Utilisons nos connaissances de terminale. F' est une droite vectorielle de paramétrisation ¢ y = %

z=1
Ainsi F est un sous-espace vectorielle de IR? de dimension 1 et une base de F' est donnée par un
vecteur directeur de cette droite, par exemple e = (—2,2,1).

e (G est le noyau de la forme linéaire g : (z,y,2) — & —y + 2. Ainsi G est un sous-espace vectoriel
de IR? de dimension 2. Puis les vecteurs g5 = (1,1,0) et e3 = (1,0, —1) sont dans G et ne sont pas
colinéaires : (€2,e3) est une base de G.

eOnaF CcGdonc FNG=Fet FUG =G.

2. Soit f 'endomorphisme de IR® dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
M={(1 0 -1
0 -1 -2

Déterminer le noyau et I'image de f.

Notons C4,Cs et C3 les colonnes de M. Comme C et C5 ne sont pas proportionnelles, rgM > 2.
Puis C; — 2C5 + C5 = 0, donc rg(M) < 2. Le théoreme du rang affirme alors que ker f est de
dimension 1.

Puisque C; —2C2+C5 = 0, en notant (e, e2, e3) la base canonique de IR3, on a fler—2ea4e3) = 0.
I en résulte que ker f = vect(1, —2,1).

Puis Im f = vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = vect(f(e1), f(e2)) puisque f(es) est combinaison linéaire
de f(e1) = eg et f(ez) = 3. Ainsi, comme Im f est de dimension 2, une base de Im f est (eq,¢3),
donc Im f = F.

Exercice 16
Deuz projecteurs. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p et ¢ des projecteurs de F
1. Montrer ’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i) p + g est un projecteur.
(ii) pog+qgop=0.
(iii) pog=qop=0.
2. On suppose désormais que 1'une de ces conditions est réalisée.
a) Montrer que Im (p) C ker(q) et Im (q) C ker(p).

b) Montrer que ker(p + ¢) = ker(p) N ker(q).
¢) Montrer que Im (p + ¢) = Im (p) ® Im (q).



m
-n

3 =

Dans Ms (C) on considere 'ensemble H (comme Hamilton)des matrices de la forme

m n m o-n\ 9 2 10
1. a) Montrerque(_n m)(n m )—(|m| +|n|><0 1).

b) Montrer que H est un « corps non commutatif » (pour ’addition et la multiplication induites par celles de
My (C)). H est appelé le corps des quaternions.

Exercice 17 (Corps des quaternions)
( > ot (m,n) € C2.

2. a) H est-il un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel My (C)?
b) Montrer que H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel My (C) et que les quatre matrices

(10 Q0 /0 1 (0
“=\Vo 1 )2 Lo = )®= 1 0)% o

constituent une base de H.
c¢) Calculer, dans cette base, tous les produits e;e;.

1)a) Pour tout (m,n) € C% on a
m n m —n \| ([ mm+nn —mn+nm \ |m|* +|n> 0
-n m n om )|\ -mm+mn nn+mm ) \ 0 Im|? + |n|?

= (Iml* + nl*) 12

1)b) (Q,+, x) est un « corps non commutatif » car :

— (9, +, x) est un anneau car c’est un sous-anneau de Ms (C) puisque :

(8 8)2(20 8)697

12:(1_O>€Q7

0 1

!/ !/
— et pour tout A = ( Tﬁ :Ln),B: ( T_n—, % ) € Qona
m+m’ n+n m+m’ n+n
A+B_<nn’ er’)_(nJrn’ m +m/ €Q
-m -n -m  —n
_A_<n —m>_(——n _m>€Q
AR mm! —nnd mn 4+ nm’ B mm' — nn/ _ mn’ + nm/ co
~\ —nm/ —mn’ —nn' +mn/ - (mn’ + nm’) mm/ —nn/
— tout A € Q\ {0} admet un inverse en effet si on pose A = ( Tﬁ nm ) alors [m|* +[n|* # 0 car
1 m
(m,n) # (0,0) puisque A # 0 et donc si on prend |A' = —5—— ( me-n ) on a avec la
L N
question a) AA’ = 15 mais aussi ("en appliquant le a) & la matrice A”” ou en disant "de méme”)
AA=1,.
, . (02 (o0 1+4i
— (Q, x) n’est pas commutatif car A = 9 0 EQetB-( 14i 0 )EQet

(=242 0 —2-2 0 3
AB_( 0 —2—2i>7é( 0 —2+2¢>_BA'

2)a) Q n’est pas un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel My (C) car 13 € Q maisily = < 8 (z) > ¢

Q.
2)b) Pour tout A € Q on a:

2 4 ([ m n 4 4_ [ a+ib c+id
A € Q@H(m,n)eC,A—<n m)@ﬂ(a,b,c,d)eR,A—(chid aib>
4 4 1 0 v 0 0 1 0 =2
& H(a,b,qd)ER,A—a(O 1)+b(0 _i)+c(_1 O>+d<i O)
1 0 v 0 0 1 0 =2
@ asvenn (0 V) (5 %) (500)(70))



IlvientqueQ:vect]R(<(1) ?),(6 O—z>’<21 é),(? 6))doanestunsevdu]R—eng((C)

(pour la structure usuelle obtenue par restriction des scalaires) et de plus (eg, eq, e3,e4) engendre
Q et c’est une base de @ car de plus (ey, ea,€3,¢e4) est libre puisque pour tout (a,b,c,d) € R?* si

ael+beg+ceg—|—de4:<8 g)alorsa(é ?)—Fb(g 2i>+c<21 é)—!—d(? E)):

0 0 a+ b c+id\ (0 O N o . .
<0 O)donc<—c—|—id a—ib><0 0>doua+zbc+zd0etdoncabc
=0.

Rem : ainsi Q est un R-ev de dimension 4 pour les lois usuelles.
2)c) Apres calculs zézés, on présente les choses sous forme d’une table de multiplication :

a er(=12) | e es €4
el (= Io) €1 €2 €3 €4
€2 €2 —€] €4 —€3
€3 €3 —€4 | —€1 €2
€4 €4 €3 —€2 | —€1

Exercice 18
On travaille dans M3(C) ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients dans C. I désigne la matrice identité

et O la matrice nulle. On pose : G = {M,;, € M3(C) | (a,b) € C*} o :

© ® N e W

Moy =

> o Q

b b
a b
b a

Montrer que G est un sous-espace vectoriel de M3(C) dont on précisera la dimension et une base. Vérifier
que G est stable pour le produit matriciel.

On cherche a résoudre l’équation matricielle
(x) (M+D*—-T=0

avec M, matrice inconnue, dans G.

On note E le C-espace vectoriel C3 et B = (ey, e, e3) la base canonique de E. Soient M = M, ;, un élément
de G tel que b # O, u ’endomorphisme de E canoniquement associé a M et Idg, Papplication identité de E.

Déterminer une base (¢}) de E1 = ker(u — (a + 2b)Idg).

Déterminer une base (e}, e5) de Ey = ker(u — (a — b)Idg).

Montrer que (€}, e}, e4) est une base de E; on la note B’.

Déterminer la matrice D de u dans la base 5.

On note P la matrice de passage de B & B’. Ecrire P et P~! en précisant les calculs.

Exprimer M en fonction de P, D et P~1.

Démontrer que : M est solution de I’équation (x) si et seulement si D est solution de 'équation (x).

Déterminer toutes les solutions de 1’équation () dans G.

e Soit M, dans G. On a alors :

et ainsi G C vecte (I, K). De plus U'inclusion réciproque étant évidente, on a

|G = vectc(I, K)|




Ainsi G est un sous-espace vectoriel de M3(C). Enfin (I, K) est clairement une famille libre de M3(C) et
comme c’est une partie génératrice de G, c’est une base de G qui est donc de dimension 2.

e On vérifie sans peine que G est stable sous le produit matriciel i.e. que pour (M, N) € G? on a MN € G.

. La matrice dans la base canonique de u — (a + 2b)Idg est :

2 b b
A=M—(a+20)I=| b —2b b
b b =2

e Premiére méthode (pour comprendre des choses).
L’espace vectoriel ker(u — (a + 2b)Idg) est 'ensemble des vecteurs (z,y,2) de C? tels que :

x 0
Al vy | =10
z 0

b(—2z+y+2)=0
et on est donc ramené a résoudre le systeme ¢ b(x —2y+2) =0 qui est équivalent a (puisque b # 0) :
blx +y—22)=0
—2r+y+2=0 (L1)
() z—2y+2=0 (L2)
r+y—22=0 (Ls)

On garde L; et on fait 2Ly + L1 et 2L3 4+ Ly pour obtenir le systéeme équivalent :

—2x+y+2z=0
—3y+32=0
3y—32=0

qui se réduit a x = y = z. En paramétrant x = ¢, il vient le systéme équivalent :

r=t
y=t (telR)
z=1

de sorte que ker(u — (a + 2b)Idg) est la droite complexe C(1,1,1) et est donc de dimension 1.

e Deuxiéme méthode (qui est bien mieux!)
Si on note C, Cy et Cs les colonnes de A, on a Cy + Co + C3 = 0 et (C1,Cs) est clairement libre donc A est
de rang 2 et ainsi ker(u — (a 4+ 20)Idg) est de dimension 1 via le théoréme du rang.

De C;+C2+C3 = 0 on tire immédiatement le fait que (1,1, 1) est dans ker(u—(a+2b)Idg) donc| e} = (1,1,1)
est une base de ker(u — (a + 2b)Idg).

. La matrice dans la base canonique de u — (a — b)Idg est :
b b b
B=M—-(a-bI=1|b b b
b b b

Cette matrice est clairement de rang 1 donc (selon le théoréme du rang) ker(u — (a —b)Idg) est de dimension

2. Enfin si on note C, Cs, C3 les colonnes de B on a C; = Cy et Cy = C3 donc les vecteurs | e, = (1,—1,0)

et|es = (0,1,—1) | sont dans ker(u — (a — b)Idg). Mais la famille (e, €5) est clairement libre donc (e}, €5) est
une base de ker(u — (a — b)Idg) puisque ce dernier est de dimension 2.

. e Premiére méthode. Prenons «, 3 et v des complexes tels que ae] + Beb + ves = 0. On obtient alors le
systeme :

a+6=0
a—0+~v=0
a—v=0



ce qui donne immédiatement o = 3 = v = 0. La famille (e}, e}, e}) est donc libre dans C? qui est de dimen-
sion 3 sur C : (€}, e, es) est une base de C3.

o Deuxieme méthode. On a :
!/ / / !/ / / / !/ / / / 1 !/ !/
vectc(e], ey, e3) = vectc (e, e — e, e3) = vectc(e], ey — e, e3 + 5(ey —€]))

et les vecteurs e}, ) — €} et €5 + 3(e, — €) forment une famille échelonnée donc libre. II en résulte que
vectc(e], e, e4) est de dimension 3 (sur C) donc la famille (e}, e}, e;) engendre C3 : elle est donc libre
puisque C? est de dimension 3.

. Comme €] € Fy on a u(e}) = (a + 2b)e}. De méme €} et ej appartiennent & Fy donc : u(e)) = (a — b)eh, et
u(el) = (a —b)es.

a+2b 0 0
Ainsi on obtient : | D = 0 a—>b 0
0 0 a—>b

. ® Rappelons que P est la matrice des coordonnées des vecteurs de B’ dans B (ou encore P = [Idcs]p,5/). On
a donc directement :

1 1 0
P= 1 -1 1
1 0 -1

1 1 0 x X
(S) 1 -1 1 y | =1 Y
1 0 -1 z Z
On a:
r+y=X 1 r+y=X
S) & z—y+z=Y||l|e 2z+2z=X+Y ||1] -1
r—z=2 r—z=27 112
r+y=X %(XJrYJrZ)
& Jx=X+Y+7Z7 & y—§(2X Y -2)
—3z=-X-Y+2Z z=3(X+Y -22)
1 1 1 1
On a donc P*lzg 2 -1 -1
1 1 =2
. Ona [U]B = [Idcs]gﬁlg/ [U]B/ [Idcs]lg/,lg donc : | M = PDP~ 1|
E,_/\\g/a,_/
=P = =p-1

. IMPORTANT'! Bien comprendre SVP!
On raisonne par équivalences :

(M+I)2" ~-I1=0

(PDP™'+ PP 1" —T=0
(P(D+T)PY)" —1=0
PD+D)*"P'-1=0
PD+0*pP ' -PP =0
P(D+I1)* 1P~ =0
P'P(D+1)* —I|P7'P =P 'OP
(D+1)*-1]=0

D est solution de I’équation (x)

M est solution de I’équation ()

K



9. e La question précédente invite clairement & chercher toutes les solutions de (x) sous la forme

a+2b 0 0

Da,b = 0 a—2b 0
0 0 a—>
Prenons donc a et b dans C. On a :
(a+2b+ 1)2” 0 0
(Dap + 1" = 0 (a—b+1)%" 0
0 0 (a—b+ 1)2”

et ainsi il vient :

D, solution de (¥) < (Dgp+ 1" =1
(a+2b+1)" =1
=N (a—b+1)" =1
(a—b+1)> =1

2 a+2b4+1=¢""
& (3(k,0) €{0,...,2n—1}) en
a—b+1=c¢e"n

ikr
o @k elo,... m-1?)) ot2=cr -1
a—b=¢e"n -1
5 a:f(eikf—l—Zei%—S)
< (3(k,0) €{0,...,2n—1}) o o
b= 3 (elT - e17>

W=

W=

e Pour M, ; dans G, on écrit M, ; = PD,M,P*1 avec les notations des questions précédentes et alors, lorsque
, on a M solution de () si et seulement si D, ; est solution de (). Il en résulte que M est de la forme :

-k iy -k iy -k - £
1 e +2w —3 el —elw el —elw
v v v i ik L
g e'n —e'n el''n 4+ 2e'n — e''n —e'n
-k - 0 -k iy -k iy
elm — el elm — el el 4+ et —

ot (k, 0) € {0,...,2n — 1} avec k # L.

e Si maintenant M, ; est dans G avec b = 0, alors (en procédant de la méme maniére que ci-dessus), M est
solution de (%) si et seulement si a = ' — 1 on k € {0,...,2n — 1}.

e En combinant les deux points précédents, on peut donc conclure que les solutions de (%) dans G sont
exactement les matrices de la forme

-k s sk Ry -k Ry
1 etn + 2w —3 Y —e'n e n —e'n
jkm j L ik j L sk jem
3 e''n —eln e n +2'n —3 e'’n —eln
-k i sk Ry sk Ry
e n —e'n e''n —e'n e'n +2etn —

ot (k,€) €{0,...,2n —1}>

Exercice 19
Soient A, B et C dans M2(C). Démontrer qu’il existe «, 5 et v complexes tels que aA + 8B + vC' ait une valeur

propre double.

Exercice 20
Soit A dans M3(IR) telle que A # 0 et A% = 0.

1. Démontrer que A est semblable a J =

o O O
o O O
S O =
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2. Vérifier que F = {M € M3(IR) | AM + M A = 0} est un sous-espace vectoriel de M3(IR) et déterminer sa
dimension.

1. Soit f I'endomorphisme de IR?® canoniquement associé A. On a f # 0 et f2 = 0. Il existe donc
a € IR? tel que f (a) #0 et on a Im f C ker f. Cette derniere inclusion implique que ker f est de
dimension 2 en utilisant le théoréme du rang. Puis f(a) € ker f, puisque f2 = 0. On complete
f(a) en une base (f(a),b) de ker f.

Jaffirme alors que la famille 8 = (f(a), ¢,a) est une base de IR®. En effet, supposons que «, 8,~
dans IR? vérifient :
af(a) + e+ ~va = 0.

En appliquant f, il vient : vf(a) = 0. Comme f(a) # 0, on a v =0 et ainsi :

af(a)+ fc=0.

Mais la famille (f(a),c) est libre, donc o = 8 = 0.

Il en résulte que B est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 : c’est une
base de IR®. Mais la matrice de f dans S est exactement la matrice J : celle-ci est donc semblable
a A

2. e L’application g : M3(IR) — M3(IR) définie par g(M) = AM + M A est linaire : son noyau, qui

est F, est donc un sous-espace vectoriel de IR?.

e Selon la question précédente, A et 7 sont semblables : il existe P € GL3(IR) telle que A = PJP~1.
De plus I'application ¢ : M3(IR) — M;3(IR) définie par (M) = P~1MP est un isomorphisme
linéaire. En effet, la linéarité est immédiate (& écrire!) et si ¢ : M — PM P~ I'application ¢ o)
est I'identité de M3(IR).

Pour N € M3(IR) on a les équivalences :

MeF & AM+MA=0
& PJP'M+MPJP' =0
& JPT'MP+ P 'MPJ=0
& Jp(M)+e(M)J =0
Il en résulte que p(F) = G = {N €e M3(R) | NJ+ JN = 0}. Comme ¢ est un isomorphisme,
dim F = dim G.
Prenons alors N € M3(IR). On a :

NeG & JN+NJ=0

(N)s1 (N)sz2 (N)ags 0 0 (N)ia
=4 0 0 0 +10 O (N)l)g =0
0 0 0 0 0 (N)LS

On peut donc conclure que G est Uensemble des matrices N € M3(IR) telles que :

(N)3,1 =0
(N)3,2 =0
(N)33+(N)iq =0.
(N)1,2 =0
(N)1.3 =0

Une matrice de G est donc décrite par 9 — 5 = 4 parametres : dimG = 4 et dim F = 4.

Exercice 21
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n sur IR. On suppose que u est de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un nombre A réel tel que u? = u.

2. Montrer que si A # 1, u — Idg est inversible et déterminer son inverse.
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1. Comme u est de rang 1, dimIm u = 1.

e Supposons que Im uNkeru = {0}. Vie le théoréeme du rang on a dim Im u + dim ker u = n donc
E=Imu®keru

On prend alors (e1) base de Imu et {es,...,e,} base de keru. La famille :
B=A{e1,...,en}

est alors une base de E. Puis u(e1) € Im u = vect(e1) donc il existe A réel tel que u(er) = Aey et
ainsi :

A 0 --- 0
0 0
A=lup=1| ,
0 0
A2 0 0 A0 0
On a alors A2 = O 0 - = 0 0 - = \A.
0 0 0 0

et ainsi |u? = \u

e Si maintenant Im u N ker u contient un vecteur non nul e; alors ce vecteur engendre Im u et on
a donc Im u C keru de sorte que u? = 0 : il existe bien X réel tel que u? = Au.

Autre méthode.
Comme Im u est de dimension 1, on peut écrire Im (u) = vect(e) ou € est un vecteur fixé de E.
On a alors u(e) € Im u, et ainsi il existe A dans IR tel que u(e) = Ae.
Prenons maintenant « dans F. Comme u(z) € Imu on dispose de a,, réel tel que u(x) = aze. On
a alors :

u?(2) = u(u(z)) = u(aze) = azu(e) = Aage = ()

Ceci étant valable pour tout z dans E on a bien .
2. Posons . On cherche un polynéme annulateur de v avec terme constant non nul. On

a

v = w?—2u+Idp = u—2u+Idg = (A —2u—(A—2)Idg + (A —2)ldg + Idg
= A=2v+(A—=1)Idy

donc v — (A — 2)v — (A — 1)Idg = 0. Il en résulte, puisque A — 1 # 0 que :

Uo(}\il(v—()\—Q)IdE)> — Ty = ()\il(v—()\—Z)IdE)>ov

Comme 1 (v—(A=2)Idg) € L(E), on peut donc dire que v est inversible avec :

11
v —)\_l(v—()\—2)IdE).
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