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Exercices sur les suites

1 Exercices « de base »

Exercice 1
On s’embrouille dans la définition de la convergence ¢ Soit (u,) une suite réelle et £ € R. Traduire sur (uy,)
chacun des énoncés qui suivent, tous obtenus par « mélanges » a partir de la définition de u,, — ¢ :

1. 3¢ >0,3IN e N,Vn > N, |u, —{] < e.
2. AN e N,Ve > 0,Yn > N, |u, — ¢| <
3. Ve > 0,3N € N,¥n > N, |un — £ <
4. Je > 0,Vn € N,IN < n,|uy — ¢| < e.
5. 3¢ > 0,Vn € N,AN < n, |u, — ] <

E.

E.

E.

Exercice 2
Pour tout entier n > 0 on note u, le chiffre des unités de 77 . Trouver :

a=0,ujugusg ...

Exercice 3
Soit (uy,) une suite réelle. Montrer que (u,) converge si et seulement si (uay,), (u2n+1) €t (us,) convergent.

Exercice 4

T
Pour tout n € N*, on pose f, : R - R,z — 22 — 1 —sin —.
n

1. Montrer que pour tout n € N*, I"équation f, () = 0 d’inconnue x € R admet une unique solution
dans R et que cette solution est dans [0;1]; on note z,, cette solution.

2. Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa limite.

3. Montrer que (z,) est monotone.

Exercice 5
On considere les suites u, v et w définies pour n > 1 entier par :

Up = Up+ —

1 n
Wy, = (1—|—> .
n

1. Démontrer que les suites u et v sont adjacentes. On appellera ¢ leur limite commune.



2. A l’aide de la formule de Taylor-intégrale appliquée a I’exponentielle, démontrer que pour tout n € IN

on a :
1 e

T Se— U S -
nl(n+1) ¢ tn nl(n+1)

3. Démontrer que la suite (w,,) croit strictement vers e.

Exercice 6
Soit a > 0.

1. Soit a > 0. Démontrer que l'on définit correctement une suite (u,) en posant ug = a et up+1 =

1 +a
2un o )

2. Etudier la suite (uy,).

Exercice 7 (Moyenne arithmético-géométrique)
Soient a et b des réels tels que 0 < b < a. On définit les suites réelles (un),, oy €t (vn),cn PAT :

ug=a, vg =>b
Un+Un

Unp4+1 =

Un4+1 = /UnUn

1. Montrer que ces relations définissent bien les deux suites (uy), oy et (vn)

} pour tout n de N

neN*
2. Montrer que (un),cy et (Vn),cy convergent et qu’elles ont méme limite.

3. Que se passe-t-il lorsque b = 07 lorsque a = b7

Exercice 8 (Approximation décimale d’un réel)
On rappelle qu'un nombre décimal est un réel de la forme 107" ou « € Z et n € N.

1. Soit z € R. Pour tout n € N, le nombre décimal u, (x) = E (10"x) .10™" est appelé approximation

décimale par défaut de v a 107" prés. La suite (u, (x)),cy ainsi définie est appelée la suite des
approximations décimales par défaut de x.

a. Donner les 5 premiers termes de Papproximation décimale par défaut de v/2, de 2,de —g. Que
dire de la suite des approximations décimales par défaut d’un nombre entier relatif 7 D’un nombre
décimal ?

b. Montrer que (uy, (z)),,cy st croissante.

Montrer que : Vn € Ny u, (z) < z < uy, (z) + 107"

. En déduire que u, (x) el

& oo

2. On définit, de méme : pour tout n € N, ’approximation décimale par excés de x a 107" prés :
c’est le nombre décimal vy, (x) = uy, (z) + 107" ; la suite des approximations décimales par
excés de x : c’est la suite (v, (), cn-

Montrer que les suites (un (7)),cn €t (vn (2)),cn sont adjacentes.



2 Exercices « plus sophistiqués »

Exercice 9

1. Le théoréme barycentrique de CESARO. Soit (uy,),en+ une suite complexe telle que lirf Uy = £. On
n—-+0oo

pose pour tout n > 1 entier :

n
ur +us + ...+ up 1
Uy = :—g U,
n n
k=1

a. Dans cette question, on suppose que ¢ = 0. Démontrer que la suite (v, ),cn+ converge vers 0.

b. Démontrer alors que si ¢ # 0 on a autant lim v, = {.
n—+oo

2. Soit (2 )pen+ une suite dans C telle que zp4+1 — +—> ¢ € C*. Démontrer que : xj, o In.
oo oo

3. « D’ALEMBERT implique CAUCHY ». Soit (zy,),en+* une suite telle que pour tout n > 1 on ait z, > 0.
On suppose que :

. Tn+1
lim +
n—-+oo T

=/>0.

Démontrer que ¥z, — ¥.
q L

4. Soit (x,) la suite définie par zy > 0 et la relation de récurrence x, 11 = x,, + —.
Tn

a. Justifier que (z,,) est correctement définie.
b. Etudier la suite (x,).
c. Déterminer la limite en +o0 de xy,,; — x}; pour a = 1,2 et 3.
En déduire un équivalent de (uy,).
nn—1)...(n—p+1)
(n)» .

. 3 3 . n
a. Soit a un réel. Démontrer que la suite z,, = (1 + %) converge vers e®.

5. Soit p > 1 entier. Pour tout n > 1 entier on pose : s, =
b. Déterminer un équivalent de s,, en +0o0. En déduire que s, +—> eP.
o

Exercice 10 n
Soit (ay) une suite réelle tq liril an > a2 = 1. Etudier le comportement de la suite (a,) & I'infini. Donner

un équivalent de cette suite a l'infini.

Exercice 11
Soit (u,) une suite de réels positifs telle que u,, +—> 0. Démontrer qu’il existe une extraction ¢ telle que la
o

serie E ’U’SO(”) converge.

Exercice 12

Soit Z vp Une série a termes positifs convergente et soit u, une suite bornée de réels positifs. On suppose
+o0o

que pour tout n € IN on a : u, < Z urvE. Montrer que u,, stationne a 0.

k=n
Exercice 13
Soit u, une suite décroissante telle que la série g uy, converge. Montrer que :

3 lim nu, =0.
n—-+o0o



