PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices sur 'intégration de premiere année.
Quelques corrections

Exercice 4 (Inégalité de Kantorovitch)
Soit f : [0,1] — IR strictement positive, continue, de minimum m et de maximum M. Démontrer que :

/f dtx/—dt "14;]\]\;)

e [’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

([vrg) < ([ 5)

ce qui prouve la premiere partie de 'inégalité.

o Sur [0,1], on a (M — f)(f —m) = 0 donc —f?>+ (m+M)f—mM > 0, dou %—(m—i—M)—i—ng.

Ainsi, en intégrant sur [0, 1], on obtient :

Og_m—i_M /f

On pose I = / —. Il vient, en multipliant par I qui est positif :

11
1
2_ —
mMT (m+M)I+/0 f/o f<0

1 1
1
Le trinome du second degré mM X? — (m + M)X + / f / ?, de coefficient dominant strictement
0 0

positif, admet donc au moins une racine. Cela force

1 1
A:(m+M)2—4mM/ f/%}O
0 0

La seconde partie de I'inégalité est donc démontrée. (I

Exercice 5
Pour a < b réels on pose : E,, = {f € C'([a,b],IR) | f(0) =a et f(1)=b}. On pose encore pour f dans E,, :

1(f) = / ) dt

On a donc une fonction I : E,, — IR. Démontrer que I admet un minimum et le déterminer.

IMPORTANT

Pour tout f dans E,p, (puisque f est C!) on a :

b—a=f(1) - 1(0) = / £(t) dt



1l vient donc : (b —a)? = Uolf’(t) dtr\g/ (/01 12dt> (/01 f’(t)zdt> = I(f).
CSB

e Ainsi I est minorée par (b — a)? sur E, ;. Soit maintenant f la fonction affine telle que f(0) = a et
f(1)=b. On a f'(z) = b— a (sans aucun calcul!) de sorte que :

I(f) = (b— a)?

Conclusion. Le minimum de I sur E,; est donc (b — a)?. |

Exercice 6 (Théoréme des deux zéros) - A
Soit f : [0, 7] — IR une fonction continue telle que / f(z)e™ de = 0.
0

Démontrer que f admet au moins deux zéros sur |0, 7[.

Dans le cas contraire on aurait par exemple f > 0 et f > m > 0 sur [g,7 — £] pour un certain £ > 0
petit. De la :

0= /07r f(z)sin(x) de > /:_E f(z)sin(x) dz
>0

ce qui est absurde.

e Il vient alors deux types de possibilités.

Soit f s’annule en a et reste de signe constant (par exemple f > 0). On a alors f(z) > 0 si x # a ce
qui est impossible puisque :

/0 " f(a) sin(z) dz = 0.

L’autre type de possibilité est la suivante : f s’annule en a et change de signes. Par exemple on peut
supposer f > 0 avant a. On a alors :

™ T T
/ f(@)sin(a —z)dx = Sina/ f(x)cosx dx — cosa/ f(x)sinz dx
0 0 0
| S — —_—
=0 =0
-0
Mais x — f(x)sin(a — ) est positive sur [a,b] et non identiquement nul d’olt une contradiction. O

Exercice 8 1
Soient n entier naturel et f : [0,1] — IR continue telle que : / thf(t)dt = 0 pour tout k dans {0,...,n}.
0

Démontrer que f admet au moins n + 1 zéros sur ]0, 1].

Indication : on pourra procéder par récurrence.

On considere pour n entier la propriété : .

Pn : «si feC([0,1],IR) est telle que / thf(t) dt = 0 pour tout k € {0,...,n} alors f a au moins

n+ 1 zéros sur |0, 1] ». ’

Si une fonction continue f : [0, 1] — IR, continue, ne s’annule pas sur |0, 1] alors /1 f > 0. La propriété
0

P(0) est donc vraie. On montre alors que P(n) est vraie pour tout n € IN par récurrence sur n.
Fixons n > 1 entier et supposons que P,,_1 soit vraie.

1
Soit f : [0,1] — IR, continue, telle que (Vk € {0,...,n}) (/ tRf(t) dt = O> .
0

1
Pour tout k € {0,...,n} on a donc : / thf(t) dt = 0.
0



€T

On considere F' : z — / f(t) dt. Cette application est de classe C! sur [0,1] et on a F’ = f. Puis
0
F(0)=0=F(1). Pour k € {1,...,n} on a alors :

1 1
k [k 1 k—1
/O th () dt = {t"F(1))], /O kt*=1F(t) dt.
IPP
1
1l en résulte que, pour tout k € {0,...,n— 1}, on a / t*F(t)dt = 0.
0

On applique alors P,,_; & la fonction F : elle admet au moins n zéros sur |0, 1[. Comme F(0) = F(1) = 0,
la fonction F' admet n + 2 zéros sur [0, 1]. Le théoréme de Rolle assure alors que f = F’ admet n + 1
zéros sur |0, 1[. O

Commentaire. [’exercice et bien plus fin qu’il n’y parait : on doit ajuster la propriété a montrer par
récurrence lors de la rédaction au brouillon.

Exercice 9 (Le premier théoréme de la moyenne)
Soit f : [a,b] — IR continue et g : [a,b] — IRT C° — PM. Alors il existe ¢ dans [a, b] tel que :

b b
/ (gt dt = £(c) / g(t) dt

b
e Remarquons tout d’abord que si / g(t)dt = 0 alors g étant positive, elle est nulle sauf en un nombre

fini de points et il en va donc de méme du produit fg de sorte que le résultat demandé est alors trivial
(prendre n’importe quelle valeur pour c).

b b
On suppose donc dans la suite que / g(t)dt #0 ie. / g(t) dt > 0 puisque g > 0.
a a

e Puis, f étant continue, I'image de [a, b] est un segment [m, M] et pour démontrer la premieére formule
de la moyenne, il suffit de montrer que :

b
/ F(H)g(t) dt
abi S [m,M]

/a g(t) dt

Or pour tout ¢ dans [a,b] on a m < f(t) < M et ainsi (puisque g > 0) :

mg(t) < f(t)g(t) < My(t)
b b b
Il vient donc par croissance de 'intégrale : m/ g(t)dt < / fg(t)dt < M/ g(t) dt ce qui acheve

I'exercice. O

Exercice 10 (Transformée de Hardy)
Soit f : IR — IR™ continue et :

10, +00] —> R
Hy = D %/ F(t) dt
0

1. Démontrer que H est prolongeable par continuité en 0.

2. Montrer que si f est périodique alors Hy admet une limite en +oo.

1. Soit F: RT — IR définie par F(x) = / f(t) dt. Par continuité de f, F est de classe C! avec
0
F' = f. Puis,six >0,ona:

Hya) = T2 _ F@=FO g = o),

x x z—0t

On peut donc prolonger Hy par continuité en 0 en posant Hf(0) = f(0).



2. Pour le lecteur. O

Exercice 11 (Inégalités de Steffensen)
Soient f et g dans C([a, b],IR). On suppose que f est décroissante et 0 < g < 1. On pose :

)\/bg(t)dt

xr
On pose pour z dans [a,b] : G(z) = / g(t)d / f(®)
a
1. Démontrer que pour tout = dans [0,a] on a 0 < < x — a. On peut alors poser correctement pour x dans
[a,b] :

a+G(x)
ww=/ IHORT
a
2. Démontrer que ¢ et 1 sont dérivables, déterminer )’ et montrer que ¢’ < v)'.

a+A
3. En déduire que/ f(t)g(t) t</ f(t) dt.

4. Démontrer que / f)
b— A

1. Notons que G(b) = A. Comme 0 < g < 1 on a par croissance de 'intégrale :

IOSG(x) <z —a pour r dans [a,b]‘

2. o Comme g est continue, le théoréme fondamental assure que G est C' avec G’ = g. Puis ¢t —
f(t)g(t) est continue sur [a,b] donc le théoréme fondamental assure encore que ¢ est C! sur [a, b]
avec :

’cp’(w) = f(x)g(z) pour tout z dans [a,d] ‘

Si maintenant F : [a,b] — IR est définie par F(z / f(t)dt on a encore f de classe C* avec

= f. Or pour tout z dans [a,b] on a :

P(z) = Fla+ G(x))

donc 1 est de classe C! par composition et on a ¢/(z) = F'(a + G(z)) x G'(z) pour tout = dans
[a, b] donc :

’1/1 fla+ G(x))g(x) pour tout x dans [a, b] ‘

e D’apres la question on a pour tout x dans [a,b] : a + G(z) < z. Fixons z dans [a,b]. Par
décroissance de f on obtient donc :

fla+G(x)) = f(x)

donc en multipliant chacun des membres par g(z) (qui est positif) on obtient :
'(z) < Y'(x)

3. On intégre la relation précédente :

b b
[ @< [ v
a a
et ainsi il vient | ¢(b) < ¥(b) | ce qui est exactement I'inégalité souhaitée.

4. On adapte les questions précédentes. . .



Exercice 12
Soit f : [0,1] — IR, continue. On suppose qu’il existe a réel tel que pour tout x dans [0,1] on ait : f(z) <

a/m f(t) dt. Que dire de f?
0

IMPORTANT

On consideére la fonction ¢ : [0,1] — IR définie par :

o) =0 / " p) ar

Comme f est continue, le théoréeme fondamental assure que ¢ est de classe C'* et pour z € [0,1] on a :

¢ = (=a [ e @) ) e <o
0
Ainsi p(z) est décroissante : pour tout = € [0,1] on a :

p(z) < 9(0) =0

Mais comme f est positive sur [0,1], on a ¢(x) > 0 pour tout = dans [0, 1] et ainsi ¢(x) = 0 pour tout
x dans [0, 1] donc ¢'(z) =0 ie. f(x) =0 pour tout = dans [0, 1].

Conclusion. f est la fonction nulle.

Exercice 13
Trouver toutes les fonctions continues f : IR — IR telles que pour tout x réel et tout a > 0 on ait :

On procede par analyse/synthése.

e Analyse. Si f convient, on considére naturellement la fonction F': IR — IR définie par :

F(z) = /O F(t) dt

Comme f est continue sur IR le théoreme fondamental affirme que F est C! sur IR avec F' = f. Puis
pour tout z et a > 0 réels on a :

f@) = o [Fla+a) - Fle —a)] ()

Ainsi f est somme de deux fonction C! : elle est C! et par ZIG-ZAG f est C* (L’idée de départ est
de gagner en régularité pour f...L objectif est pleinement atteint.)

Puis on a pour tout z réel et @ > 0: 2af(z) = F(x +a) — F(z —a). On fixe et on dérive & bon droit
cette derniere égalité deux fois par rapport a a. On obtient successivement :

2f(x) = fx+a)+ flw—a) et O=f(z+a)—f(z—a)

cette derniere égalité étant valable pour tout x réel et a > 0. Si donc X € IR avec X > 0 on a en
prenant:n:a:§>0:
FX)=FfF+5)=r0

X
donc f’ est constante sur [0, +oo[ de valeurs f/(0). De méme, si X < 0 en prenant —z = a = —5 on

obtient :
F(X)=f(x—a)=f(z+a)=f(0)



et ainsi f'(z) = f'(0) pour tout x réel : |la fonction f est affine ‘

e Synthése. Soit f : IR — IR une fonction affine. On écrit f(z) = axz + 8 pour tout x réel. On a alors :

/:Jra flt)ydt = /jﬂawﬁdt

—a

t2 r+a
— t
{3+

r—a

T +a)? T —a)?
= a( —;) —a( 2) + B(x+a) — Bz — a)

= 2a(azx+ B) =2af(x)

Conclusion. fonctions continues f : IR — IR telles que pour tout x réel et tout a > 0 on ait f(z) =
1 r+a

2a

f(t) dt sont exactement ’ les fonctions affines |.

r—a

Exercice 15 1
Soit f dans C?([—1,1],IR). Démontrer qu’il existe a dans [—1,1] tel que : f”(a) = 3/ f(t) dt —6£(0).
—1

On consideére la fonction F : [—1,1] — IR définie par F(x / f(t) dt. Comme f est continue, le

théoreme fondamental affirme que F est C' et F' = f. Mieux, comme f est C2, la fonction F est C3.
Puis selon TAYLOR-LAGRANGE il existe a €]0,1[ et b €] — 1,1] tels que :

F(1) = F(0) + F'(0) + w + éF(3)( )
F(~1) = F(0) - F'(0) + FT@ - Lpog)

Par différence il vient, sachant que F'(0) =0 :

1
1
Ainsionas [ f(0)dt = 20(0) + 57" (0) + " 0))
-1
Enfin f étant C2%, f” est continue et par valeurs intermédiaires, il existe a entre a et b tel que
1
(o) = i(f”(a) + (b)) ce qui donne le résultat souhaité. O]

Exercice 16 (Inégalité d’Opial-Olech)
Soient a > 0 réel, f : [0,a] — IR de classe C telle que f(0) =

xT
1. On consideére la fonction ¢ : = — / |f/(t)| dt de [0,a] dans IR. Démontrer que :
0

1
/\f Pl dt < Sg(a)?

2. En déduire que [f@) f' ()] dt < / ft
0



1. Comme | f’| est continue par composition, la fonction g est de classe C'* via le théoréme fondamental
etonag =|f| Puissiz €[0,a] ona:

sal=| [

/Oa Iff'] < /Oa 99’ = %g(af

a
2. 11 suffit de montrer que g(a)? < a/ f"%. Mais on a ¢’ = f’? et on veut donc montrer que :
0

a a 2 a
g(a)® < a/ g% ie. (/ g’) < a/ g
0 0 0

Or l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ-BOUNIAKOWSKY affirme que :

(L) < (L) ()

f’</0x|f=g(w)

donc on a :

ce qui conduit au résultat. [J

Exercice 17 (Le lemme de Riemann-Lebesgue)
Soit f : [a,b] — IR de classe C!.
b
1. Si f est de classe C'!, démontrer que : lirf f(t) sinntdt =0 ().
n—-+0oo a

2. Démontrer que (&) est encore vraie si f est une fonction en escalier.

3. En déduire que l'on a toujours (&) sous 'hypothese f continue par morceaux.

La premiére question est importante!

1. Lorsque f est C' on peut faire une intégration par parties. Pour n > 1 entier on a :
q p g

b
/f(t) sinntdt = {—f( cosnt} /f cosnt

Mais f et f’ sont continues sur [a,b] qui est un segment donc bornées sur [a,b]. Ainsi on peut
considérer |f| et |f'|- On a alors par inégalité triangulaire :

p) sinntdt| < ‘{—f(t) cosnt} / I cosnt
b
< ‘_f(b)cosnb+f( )cosna +/ f,(t)cosna‘ a
¢ Wl o)l

et ainsi par sandwich on obtient :

b
lim / f(t) sinntdt =0

n—-+o0o

2. Si f est une fonction en escalier on prend une subdivision a = ag < -+ < ay = b adaptée a f de
sorte que :
Tlar,anii] = M € IR pour tout k dans {0,. -1}



Via CHASLES (et en se rappelant que l'on ne modifie pas la valeur d’une intégrale en changeant
la fonction intégrée en un nombre fini de points) on a pour n > 1 entier :

b ak+1
/f(t)sinntdt = Z/ t)sinnt dt

Ap4+1
= / A sinnt dt

aj
cos nt] ko

2»
,_.o

E
I
=

Ak

n a

Il
> 2
UL
—

i
3|

(cosnay — cosnag41)

ES
I
=3

. . , Ak Ak
Enfin pour k fixé la suite (cosnap — cosnayy1) est bornée et — +—> 0 donc —(cosnay —
[e%¢] n

COSNak+41) +—> 0 et N étant fixé il vient :
o0

3 lim /f t)sinnt dt = 0.

3. Supposons maintenant que f : [a,b] — IR soit une fonction continue par morceaux. Fixons ¢ > 0.
Il existe alors une fonction en escalier g définie sur [a, b] telle que :

€
_ <—.

If g”oo 2(b— a)

Puis on a :
b
t)sinntdt—/ g(t) sinnt d¢ / [f(t)—g(t)| dt < g
et ainsi :
b
t)sin(tx) dt| < g(t)sinnt dt| + %

Or selon la question précédente 111;1_1 / g(t) sinnt dt = 0 donc on dispose de N entier tel que si
n—-+0oo
a

n > N on ait :
b b
/ g(t) sinnt d¢ / f@)sinntdt| <e

Le lemme de RIEMANN-LEBESGUE est ainsi démontré.

()

<- d
5 donc

Exercice 18 (Indice)

1 2T pt
Soit f : IR — C* de classe C!, 2m-périodique. On pose : I(f —/ ! (f
2im Jo f(t)
[0,27] — C
En considérant la fonction v = fe ™ o u = . . /@ f’(f , démontrer que I(f) € ZZ.
(t)

La fonction v = fe~* est de classe C'' comme produit de fonctions de classes C'! et on a :
'Ul — f/efu _ fu/efu — O

donc v est constante. En particulier on a v(0) = v(27) i.e. f(0)e () = f(27)e (™) et comme f est
2m-périodique et u(0) = 0, il vient :
eu(?ﬂ) -1

11 en résulte que u(27) € 2inZZ et ainsi :

I(f) = iu(27r) 7ZZ

2

Commentaire. L’indice de f compte le nombre de tours que la courbe paramétrée f fait autour de 0.



Exercice 19 (Les intégrales de Wallis)
Pour tout n entier naturel on pose :

El
In:/ cos"x dx
0

™
1. Vérifier que pour tout n > 2 entier on a nl, = (n — 1)I,_5 et que pour tout n > 1 entier on a I,,I,,_1 = o
n
™
2. Démontrer que la suite (I,,)new est décroissante puis que I, fodEViwe
S n

3. Calculer Iy, et Is,41 pour tout n entier.

IMPORTANT

e Pour n > 2 entier on a :

Bl
I, = / cos" 'z cosz dz
0
z
{cos" 'z sinz] f/ (n — 1)cos" 2z(—sinz) sinz dz
0

1PP

™ ™

N 2 2 : 2 2
(n— 1)/ cos" “zsin‘zdr = (n — 1)/ cos" “zx (1 — cos“z) dx
0 0

= (n—1Ips— (n— DI,

ce qui donne ’ nl, =(n—1)1,—o ‘

oOnaI():/ dz—§ th:/ coszdr =1donc 11y = =
0 0

T n
Si maintenant pour n > 1 entier on a I,I,,_1 = o alors, comme [I,,11 = ﬁln—l d’apres ce qui

n n
précede, il vient :

n nom 7r
n+14in n+1n1n n+12n 2(’[’L+1)

et ainsi par récurrence on a bien :

T
I, 1,1 = o pour tout n > 1 entier

e Pour n € IN et z dans [0, 5] on a 0 < cosz < 1 donc :
cos™zx > cos" Tz

Par croissance de I'intégrale on obtient de suite I,, > I5,41 et ainsi la suite (I,,) est décroissante.

e On peut noter que I,, > 0 pour tout n entier naturel et sin > 1on a :

In+1 < In < ]nfl donc InJrIIn < ]721 < In]nfl

T T
Tl en résult L <I2K / <I, <, )—.
€n resulte que 2( +1) n n+1 2(n)

Par sandwich on obtient de suite 11141[1 = 1 ce qui assure que
n——+0oo




n+1

Le relati I = —
e relations I, 42 s

I,, (pour n > 0 entier) et Iy = g et I_1 donnent de suite :

L3..@n-1)x _  24.20
- T3 2n+ 1)

Exercice 20 (Deux intégrales 4 parameétres)
1. Soit f:[0,1] — IR continue par morceaux. Pour x réel on pose

1
g(z) = / f(t)sin(z —t) dt
0
Démontrer que I'on a ainsi correctement défini une fonction g : IR — IR qui est de classe C'*°.

1
2. Soit f : IR — IR, continue. Pour x réel on pose : g(z) = / flx+t)sint dt
0

Démontrer que l'on a ainsi correctement défini une fonction ¢ : IR — IR qui de plus est de classe C'.
Déterminer ¢’.

1. Tout d’abord, & z fixé, la fonction ¢ — f(t)sin(x — t) est continue par morceaux donc l'intégrale

1
(pas impropre) / f(t)sin(z — t) dt existe bien. Puis soit x réel. On a :
0

1
g(x) / f(t) (sinxz cost — cosxsint) dt
0
1 1
= sinx/ costdt—cosx/ sint dt
0 0

Ainsi g est somme de fonctions C*° sur IR donc est de classe C°.

2. Soit x réel. On fait le changement de variable w = x 4+ ¢. On obtient :
1
glz) = / flz+t)sint dt
0

_ [+1 F(u) sin(u — x) du

x+1 x+1
cosx/ f(u)sinu du—sinx/ f(u)cosu du

x x

Pour z réel on pose F(x) = / fw)sinu du et G(x) = / f(w) cosu du.

0 0
Les fonctions u — f(u)sinu et u — f(u)coswu sont continues sur IR donc F' et G sont de classe
C! avec F' = f sin et G' = f cos.

Puis pour x réel on a :
g(x) =cosx(F(x+1)— F(z)) —sinz(G(z + 1) — G(x))

Ainsi g est somme de fonctions de classe C! sur IR : elle est elle méme de classe C'. Pour z € IR
on a :

g () = —sinz(F(x+1)—-F(z))+cosz(F'(x+1)— F'(x))
—cosz(G(z +1) — G(x)) —sinz(G'(z + 1) — G'(2))

r+1
= cosac<f(x+1)sin(x+1)—f(x)sinx—/ f(u)cosudu)

x+1
—sinx (/ f(u)sinudu+f(x+1)cos(x+1)—f(m)cosa:)

10



Exercice 21 3c

. . . CcosST
1. Déterminer lim
e—=0t /. €T

2
rode
Int’

dx.

2. Déterminer lim

=17 ),

1. e Commencons par une remarque. Si f : IR — IR est continue alors
3e
3 lim f(z)dz =0.

e—=0t Jo

En effet, f étant continue, elle admet des primitives et si F est une de ses primitives on a :
3e
f(x)dz = F(3¢) — F(e)

€

Mais F' est dérivable sur IR : elle est en particulier continue et ainsi
JlimF(3e) — F(e) = F(0) — F(0) =0
e—0
d’ou le résultat annoncé.

Dans notre question, la fonction que 1’on integre n’est pas définie en 0 et cela ne rentre pas dans
le cadre de ce qui vient d’étre dit.

e Une idée féconde pour résoudre ce genre d’exercice est la suivante : on retranche la partie prin-

cipale! de la fonction intégrée au point ot ’on cherche la limite et on la rajoute. Ici, la partie
cosx

principale de en 0 est —.
x
On a: . 5 5
© cosx “cosz—1 °1
/ do= [ e [ S
- x . x e T
——
=log 3
2 .
cosz—1 —% +ax3e(x cosx — 1
Puis =2 @) ou lim g(z) = 0 donc 3 lim ———— = 0. Posons alors :
x z—0 z—0+t x
¢(0) =0 .
cosx —
p(r) = —— pourz #0
x
. TS . . 3 cosz—1
La fonction ¢ ainsi définie est continue sur IR et donc Elhr% ———dz =0.
E— c X
3e
cosx
Conclusion. | lim dzx =log3 |
e—=0t /. T

2. On procede de la méme maniére qu’a la question précédente. En 1 Int se comporte comme ¢t — 1 :

1
la partie principale de — en 1 est ——. On a alors :
Int t—1

2 2 2
/T“ ﬁ_/”” R dt—f—/w Lt
. Imt ). \Int ¢t-1 , t—1
o gt "
Puis/ —— = {log(|t — 1]];, =1In(1 + z) et pour ¢ dans ]0,1[ on a :
T

t—1

1 1 t—1-—Int
Int t—1 (t—1)Int

1. Je rappelle que la partie principale est le premier terme non nul d’un développement limité ou asymptotique non nul de la
fonction.
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(t—1)2
2

Mais on a Int = Inl+ (¢t — 1) —
Pordre 2) donc :

+ (t — 1)2%e(t) on tz—:l(t) = 0 (développement limité a
—

1 t—1-Int 1
lim — = =
isi-Int t—1  (t—1)Int 2

Posons alors :

1
¢(0) = 3
r—1—-1In
= 1
o(x) @Dz PO €]0,1]
La fonction ¢ ainsi définie est continue sur ]0, 1] et donc Ellir% (t) dt = 0.
r— T
x?
Conclusion. | lim e =In2|
z—17 J, Int

Exercice 22 (Le retour de Gronwall)
On considere deux fonctions f : R™ — IR™ et g : IRY — IR™ continue telles qu’il existe une constante ¢ > 0 avec :

c+/ f(t)g(t)dt pour tout x >0

x
On veut démontrer de deux manieres que : f(z) < ¢ exp (/ g(t) dt) pour tout x > 0.
0

1. Prouver le résultat demandé en considérant la fonction auxiliaire ¢ : IR — IR définie par :

(o[04

2. Prouver le résultat demandé en pensant a —
u’

1. Comme f et g sont continues, la fonctions ¢ est de classe C! sur IR" et on a :

¢ = (F@ate) ~ ata) (e+ [ raw ac) Jesp (= g ar) <o

Il en résulte que ¢ et décroissante sur IR™ et ainsi pour tout = > 0 réel on a :

p(r) < p(0) =c

Il vient donc pour tout = >

> <c+/ f(t) )eXP < /Owg(t) dt) 2 f(z)exp </0wg(t) dt>

ce qui prouve le résultat souhaité.

2. Pour tout = > 0, on a correctement :

<1 donc I(@)g(x) <g(x) carg>0

f(z)
c+/0 fg(t)de c+/0 ft)g(t) dt

Il en résulte que pour tout X > 0 réel on a :

g(z)

* f(z)
/0 c+ /()$f(t)g(t) dt

b
dz </ g(x) dz
0

T X
et ainsiln ¢ +/ f®)g(®) dt> —Ine < / g(z) dz. En passant a 'exponentielle on obtient alors
0

0
le résultat souhaité.
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Exercice 23
Déterminer les limites de suites suivantes.

1 +-- 4+ L (ol p = 2 est fixé)
S Uy = e — > xé).
U ntl on ou p es e

i n

k=0

" k+n

k=1

n—1
4, up, =n"3 Z k*sin E% (n > 1).
k=1

Rappelons tout d’abord le résultat que 1’on va utiliser : lorsque f : [0,1] — IR est continue par morceaux,
on a:

ln—l 1 1 n 1
lim — ky = t)dt et lim — ky = t) dt
Jim ST = [ a mm DS = [
k=0 k=1
1. Pour n entier naturel on a :
1 1 1 1 1
Uy, = +od—=) np-1) = n(p—1)
n+1 = ( n+k n(p-1) — p%l—l-n(pk_l)
1
d
Ainsi : |3 lim un:/ %:---:logp.
n—-4oo 0 E-Fz

2. Pour n > 1 entier on a :

" 1 — 1 1 1
“”:,;)k'zznz:nzk:nzkhzfz

k=0 (ﬁ)2+1 k=0 (;)2+1

1
d
donc |3 lim un:/ 2796 —arctanl = il .
n—-+oo o r4+1 4
3. Onapourn>1:
n n k
k+n 1 1+2
Up = k2+n2_ﬁz 2
k=1 o 1+ (%)
1 1 1
. 1+z T 1
A1]r1s1un+—m>/0 T2 dmz/o mdx—&-/@ mdxdonc:
I In2 =«
nﬂlrfooun_ 2 4
4. Onapourn >1:
n—1 1 n—1 9 1 n—1 5
_ 3 2 i km o E\2 o kmo_ E\2 K
Up =N Zk sin 7% —;Z(g) sm%_EZ(E) sin =%
k=1 k=1 k=0
1
Ainsi u, +—> 2% sin mz dz. Deux IPP donnent alors :
oo
0
. 1 4
lim w, =—— —
n—+oo iy 71'3
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Exercice 24 (Intégrer pour dériver)
Soit f : IR — IR continue, telle que pour tout x et y réels on ait : f(z +y) = f(z) + f(y).

1
1. En considérant, pour z réels, I'intégrale / f(z + y)dy, démontrer que f est dérivable.
0

2. Expliciter 'application f.

Commentaire. L’idée est de gagner en régularité pour la fonction f : on passe de continue a dérivable
(en fait C*° par ZIG-ZAG). On aura alors plus de liberté pour travailler avec la fonction f.

1
1. Le changement de variable affine u = x + y dans l'intégrale / f(z + y)dy donne :
0

1 x+1
/ fl@+y)dy = / fwdu (&)
0 x

Mais par additivité de f et linéarité de I'intégrale, on a :

1 1
/ @+ y)dy = / F)dy + f(z) (Sd)
0 0

Avec (&) et (doéh) il vient donc pour tout x réel :

z+1 1
f(x) = / £ (u)du— / fwdy (@)

——
=G(x)

Notons alors F' : IR — IR définie par F(z) = / () dte.
0

Le théoreme fondamental assure alors que F' est dérivable sur IR donc G aussi et, toujours via
(V), | f est dérivable sur IR ‘

2. La fonction f est dérivable et pour tout x et y réels on a :
fle+y) =[flx)+fly) (&)

Fixons y réel. Par composition, g :  — f(z + y) est dérivable sur IR et on a pour tout z réel

9(x) = f(x) + f(y) donc ¢'(z) = f'(z) Le. f'(z +y) = f'(2).
Ceci étant valable pour tout x et y réels on a donc en prenant x =0 :

f'(y) = f(0) pour tout y réel

La dérivée de f est donc constante et ainsi f est affine. Mais (#) assure que f(0) = 0 donc f est

linéaire.
Exercice 25 (Calculs divers d’intégrales et de primitives) o2
1. Déterminer les primitives sur IR de la fonction f : IR — IR définie par f(z) = o
e
P dt - .
2. Calculer —————— Indication : on pourra poser u = tan 3.
o cost-+sint

1 2
h
3. Calculer / S3 x T+ dw
o chz (2sh°z + 3ch’x)
Indication : on pourra poser u = thx.
vVr+24+2x+1
r+vr+2

Indication : on pourra poser z = u? — 1.

1
4. Calculer / dz.
0
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1
T
. Calculer / dx
0o Vx+1++vx+1

Indication : on pourra poser & un moment x = u* — 1.

1/2 -
. Calculer / — dx.
,1/2 vV 1-— $2

Indication : on pourra poser x = sinu.

2
. Calculer / —d
1 Va2 +1

Indication : on pourra poser x = sh u.
1
(—22 +4xx+4)3/2°
Indication : on écrira —22 + 42 + 4 = 8 — (2 — 2)? puis on posera x — 2 = /8 cosf.
1
V22 20 +2

Indication : on écrira 22 4+ 2z + 2 = (z + 1)? + 1 puis on posera z + 1 = sh 6.

. Déterminer les primitives de x —

. Déterminer les primitives de x —

62{1?
1+e
donnée par, pour tout x € R :

T2 roet <y
/7dt:/ etdt:/ du en posant u = e
o 1+et o 1+et 1 14w
“l4u—1 e 1
— / Ldu:/ (1_ )du
1 1+u 1 1+u

= [u—In|1+uf)f

1. f:xr— — ¢étant définie et continue sur R, elle admet des primitives et une primitive est Fy

Fy ()

Les primitives de la fonction f sur IR sont donc les fonction de la forme :

zr— e’ —In|l+e*|+c=e"—In(l1+e*)+c avecceR

2. On a:
/gdt = /1 L X du en posant u = tanE
o sint+cost 0 1122+%;Z§ 1+u2 2
1
= 2/ —————du et on tombe en milieu connu...
0o 2u+1—u?
! 1 L VD) 1 V2
0 (ufl—ﬁ)(ufl+ﬂ) 0o \du—+v2-1 4du+v2-1
ln‘u—l—\[‘ ln‘u—l—i—\fu (ln(\@—l)—ln(\/ﬁ—Fl))
f[ V2
3. On a:

! sh’z ! L the 1
3 7 dz I 3 dt = —s—— ———dx
o chx (28h z + 3ch ;v) o ch™x ch T+ 3) 0o 2th’x+ 3ch’x
/0 2u3 3 du en posant u = th x

1 th1
[6 |20 +3\] = — (In (2th®1 + 3) — In 3)

1
6
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4. On a :

L rF2422+1 V3422 —3
0 r+vVr+2 V3 ut—2+4u

en posant x = u® — 2 avec u € Ry (i.e. u = vV +2)

_ /ﬁwm—%dwz/ﬁm

v (w—1)(u+2) v wr2)

V3
B Qu-D(@+2)+2,
= Q/ﬂ Wt
V3 2
V3

1
= :2{(2u—1)2+21nu+2|]
4 V2

- 2\/5—2\/§+2—41n(\/§+2)+41n(\/§+2)

5 Ona:
t

1
/0 VT 1+ (Vi)
V2 4
-1
= / " 4udu
1 utu?
en posant t = u* — 1 avec u € Ry (i.e. u= vt +1)

%ug'(u—l)(u—i—l)(uz—i—l) vz 5 9
= 4/1 w (T du:4/1 uw? (u—1) (v’ +1) du

dt

1
t
-t
/0 Vit+1+vt+1

vz 1, 15 1, 1,7
= 4/1 (u5—u4+u3—u2)du:4{6u6—5u5—|—4u4—3u31

37 4,3 4 8,
15 3\[ +3\[ 5\[

6. La fonction intégrée est impaire donc :

1/2 -
/ ———dr =0
—1 /2 vV 1-— .132
Ceux qui veulent faire le changement de variable peuvent tout de méme le faire. . .

7. On a:
2 1 p argsh 2 1 b d L
——ar = ———  ——ch udu en posant x = shu
/1 1’\/£B2+1 /argshl Shum P
argsh 2 1 argsh 2 1
/ ———chudu = / — du
argsh 1 Shuchu argsh1 Shu
argsh 2 argsh 2 1
/ 3 shudu:/ ———shudu
argsh 1 sh”u argsh 1 ch*u—1

ch argsh 2 1
= / 5 dv en posant v = ch u
chargsh 1 v =1

1/“*22 1 L,

2 i \v—1 ov+1 v

1 vs_ 1 VB-1 V-1
§[ln|v—1\—1n|v+l|]\/§—E(ln(\/g_H)—ln(ﬂ+1>)

Notons que poser au départ v = /a2 + 1 fonctionnait (et pour cause...) aussi trés bien :

1 x

2 1 2 V5 1
[ [ o= [7 D
1 vz +1 1 TP+l -1+/2241 va vi—1
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-2
8. On trouve z +— x + C'ste.

SvV—z2+4*xx+4

9. On trouve :

1 1 1 1
T =T+ 5ln(:z:+ 1) + 3 (x+1)2+1- §Argth(1/\/(:z:+ 1)2+1) 4 Cste
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