PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n° 15. Calcul différentiel
Quelques corrections

Exercice 1
Soient I un intervalle de IR, v : I — IR™ de classe C" tell que y(t) # 0 pour tout ¢ dans I.
1. On pose pour t € I : f(t) = % Démontrer que pour tout ¢ dans I, f'(t) est orthogonal & f(¢).

2. Déterminer les arcs paramétrées ¢ : I — IR" de classe C* ne passant pas par lorigine, tels que pour tout ¢t € T
la famille (c(t),c'(t)) soit liée.

1. Méthode 1 - « La bonne »
Pour tout ¢ € I on a |f(t)] = 1 donc | f(t)]* et en dérivant :

2(f(®), f'(t)) = 0.

Méthode 2 - Avec calcul de f’
La fonction g : t — |y(t)|> = (y(t),¥(t)) est de classe C* sur I et on a pour tout ¢ dans I :

g'(t) =2(+(t),7(1))-

1 1
Ainsi la fonction \ : t — ——— = —=—— est de classe C'* sur I avec, pour tout ¢ dans T :

Iy (@)l 9(t)

’ _ gl(t)
MO == ggqpr

Il en résulte que la fonction f est de classe C* sur I avec, pour tout t dans I :

(1) = N oy @®).9(1) 1,
F#) =X®r() + A7 (1) = FOF v(t) + EOIR (t)

On obtient alors de suite pour tout ¢ dans I : (f(t), f'(¢)) = 0.

2. Analyse. Supposons que ¢ : I — IR™ est un arc paramétré de classe C! ne passant pas par 1origine,
tels que pour tout ¢ € I la famille (c(t), ¢/ (t)) soit liée.
11 existe donc une fonction X : I — IR telle que pour tout ¢ dans I on a ¢’ (t) = \(t)c(t).
_ )
BEO]

Pour ¢ dans I on pose alors f(t) de sorte que I’on définit une fonction de classe C* sur T

qui vérifie, pour tout t € I :

iy — SO L

Comme [ est un intervalle, f est constante et il existe un vecteur T de IR™ tel que pour tout t € [
ona:

fO) =7 ie ct)=|ct)] 7.
On a de plus |[7] = 1.

Synthése. Soit ¥ dans IR™ de norme 1. Tout arc paramétré de la forme ¢ : t — A(t) 7 ol A est une
fonction de I dans IR* de classe C' convient.

Exercice 2
Soit f : IR? — IR définie par f(z,y) = (z — y)e® Y.

1. Déterminer les points critiques de f.



2. Etudier les extrema locaux de f.

1. @ IR? est un ouvert de IR2.

e La fonction (z,y) — « — y est de classe C' sur IR? car polynomiale. Comme exp est de classe C*
sur IR, par composition (z,y) — e*~¥ est de classe C'' sur IR? et par produit, f est aussi de classe
C! sur R

e Pour (z,y) € R’ on a:
Oflzy)=e"(1+z—y) et Oaof(z,y)=—""(1+z—y).
Ainsi on a les équivalences :

e V1l4+az—y) =0
e Vl1l4+z—y) =0
& 1+z—-—y=0

(z,y) point critique de f < {

L’ensemble des points critiques de f est donc la droite d d’équation x —y = —1.

2. e On considére la fonction ¢ définie pour ¢ réel par ¢(t) = te’. Cette fonction est C* et on a pour
tout ¢ réel :
¢'(t) =e'(1+1),
qui est du signe de 14t. Cette fonction ¢ est donc strictement décroissante sur |—oo, —1] et strictement

1
croissante sur [—1, 400 : elle admet en —1 un minimum global strict qui est p(—1) = ——.
e

e Pour tout (z,y) € IR? on a donc, en posant t =x — y :

1

1
Mais pour tout point critique (zo,y0) on a f(zo,yo) = ¢(—1) = ——. Il en résulte que f admet un
e

minimum global en tout point de la droite d qui est ——.
e

Exercice 3
Soit F: IR? — IR la fonction définie par F(z,y) = 3z* — 42y + ¢*.
1. Justifier que F est de classe C' sur IR?.

2. a) On fixe € IR. Déterminer les solutions de 1’équation F'(z,y) = 0 d’inconnue y dans IR.
b) Déterminer et tracer I’allure de la ligne de niveau 0 de F.

. Déterminer les points critiques de F.
. L’application F' présente-t-elle des extrema locaux ?

. Montrer que la restriction de F' & toute droite passant par 'origine O = (0,0) admet un minimum strict en O.

S Ut W

. La fonction F' admet-elle des extrema globaux ?

1. La fonction F est polynomiale : elle est de classe C! sur IR2.
2. a) On trouve sans probléeme y = 22 ou y = 322
b) Notons D la ligne de niveau 0 de F. D’apres la question précédente, pour (z,y) € IR?, on a :

() eD & Fzy =0
& (y—a)(y—32") =0
=4 y=x2 ou y=3m2

On peut alors tracer sans probleme cette ligne de niveau (voir figure 1).



Exercice 4

Soient A =

FIGURE 1 — Ligne de niveau 0 de la fonction F'

Pour (z,y) € R* on a:

VF(z,y) =0 {81F(x,y) =0 {496(3:172 -2y)=0

O F(z,y) =0 2(y —22%) =0
On trouve que (0,0) est le seul point critique de f.

Si f admet un extremum local en un point de IR?, c’est en un point critique, donc en (0,0). Puis
F(0,0) = 0 et, pour tout  non nul, on a :

Conclusion. F' n’admet pas d’extremum local.

Soit d une droite passant par I'origine. L’équation réduite de d a deux formes possibles.

— Soit I’équation de d est z = 0 et alors, pour tout (z,y) € d, on a : F(z,y) = y* > 0 avec égalité
si et seulement si y = 0.

— Soit I"équation de d est de la forme y = ax avec a réel. Pour tout (x,y) € d, on a alors :

F(x,y) = 32" — 4a2® + o’

L’étude de la fonction g : @ — 3z* —4az®+a?z? montre que celle-ci admet en = 0 un minimum
local.

Conclusion. La restriction de F' & toute droite passant par lorigine O = (0,0) admet un minimum
strict en O.

F n’a pas d’extremum local, a fortiori, elle n’admet pas d’extremum global.

<§ i) € M2(IR) et U € M2 1(IR). On considére la fonction f : IR> — IR définie par

Fv) = %tXAX +UX,

olt X est la colonne de v dans la base canonique de IR,

1. Justifier que f est de classe C.
2. Vérifier que pour tout X € Ms1(IR), non nul, on a ‘X AX > 0.

3. Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction f.



1. Soit v = (x,y) € IR?. Pour la suite de I'exercice, on écrit U = (a). On a alors :

b

5 7
flv) = §x2 + §y2 + 3zy + ax + by.

Ainsi la fonction f est polynomiale : elle est de classe C?.
2. OnadetA>0ettrA > 0 : les valeurs propres de A sont strictement positives. Ainsi A € S;F(IR).
3. @« On a, pour v = (z,y) € R? :
Vi) = (5z+ 3y +a,3z + Ty + b).

On peut remarquer que le colonne des coordonnées de V f(v) n’est autre que AX + U (é).
On a alors :

5r+3y =— _ _
V(o) = 0 {m-i-y a {2696 Ta+3b Ly < TLi — 3Ls

3z + 7y =—b —26y = —3a+ 5b LQ < 3L1 — 5L2

1
Ainsi f admet un seul point critique qui est : vo = 2—6(—7a + 3b,3a — 5b).

La matrice hessienne de f en ce point critique est la matrice A qui est dans S;f T(IR), donc f admet
en vo un minimum local strict.

e La colonne X des coordonnées de vg est donnée par AXy = —U d’apres (). Il vient alors, pour
tout v € IR? de colonne de coordonnées X :

1t t 1t t;
— = —'XAX UX —="XoAXo— U X
f(v) = f(vo) 5 + 5 X0AXo 0
=—1XpAX =—tXgAXg

= %tXAX + %thAXO — "X, AX

1 2
ZIX = X
5| ol

ott | |, est la norme euclidienne associée au produit scalaire (X,Y) — Y AX sur M2 1(IR). Ainsi f
admet un minimum global strict en vg.

Rappel important. Lorsque A € S,/ T(IR), (X,Y) — Y AX est un produit scalaire sur M., ; (IR).

Exercice 5
Soit f : IR? — IR définie par f(z,y) = 2*(1 — 27) +3*(1 — v?) + 2zy.
1. a) Déterminer le gradient V f(z,y) de f au point courant (z,y) de IR
b) Déterminer les extrema locaux de f.

1
2. a) Démontrer que pour tout (x,y) € IR on a z* +y* > f(xQ + y2)2,

[\

1
En déduire que pour tout (z,y) € IR?, on a : f(x,y) < 2(2® +v?) — 5(1“2 +17)°.
2

b) Déterminer les extrema globaux de la fonction g : IR — IR définie par g(t) = 2t — %

¢) En déduire que f n’est pas minorée et admet un maximum global (on précisera le(s) point(s) olt ce maximum
est atteint et la valeur de ce maximum).

1. a) La fonction f est polynomiale, donc de classe C? sur IR?, qui est un ouvert de IR2.
Pour (z,y) € IR*, on a :

of —9p — 4g? of — oy — 44
ax(m,y)—Qm 4z° + 2y et 8y(av,y)—2y 4y° + 2.

Conclusion. Pour (z,y) € nIR? on a : Vf(z,y) = (2z — 42> + 2y, 2y — 4y° + 22).



b) Les points critiques de f sont ceux ot le gradient de f s’annule. Pour (z,y) € IR?, on a :

—2°+y=0 P2’ =0
Viz,y) =0 & {x vy @{y v

y—24+x=0 y—24+2=0

=Y . . .. .
uisque la fonction cube est injective
{y P =0 (puisq j )

r=y
2¢(1—z)(1+2)=0

Conclusion. Les points critique de f sont mo = (0,0), m1 = (1,1) et ma = (-1, —1).

Déterminons les extrema locaux de f.
Soit (z,y) € R*. On a :

>’f of >*f
10,2
La matrice hessienne de f en (x,y) € IR? est : V>f(z,y) = (2 21255 2 —212y2)'

e En m; = (1,1), la matrice hessienne est V2 f(1,1) = (7210 _210)

On a det VZf(l, 1) > 0 donc les valeurs propres de VZf(l, 1) sont non nuls et de méme signe.

Comme trVZ£(1,1) < 0 les valeurs propres de V> f(1,1) sont strictement négative.
Conclusion. f admet en m; un maximum local strict.

e Les mémes calculs montrent que f admet en my un maximum local strict.

2 2
2 2
est nul. A priori on ne peut rien dire. Mais :
— pour z réel non nul proche de 0 on a : f(x,0) — £(0,0) = 2%(1 — z?) > 0;
— pour z réel non nul proche de 0 on a : f(z, —x) = —2z* < 0.

e Enmg = (0,0), on a VZ£(0,0) = ( ) Ici det V2 £(0,0) = 0 : le produit des valeurs propres

Il en résulte que f n’admet pas d’extremum relatif en mo.
a) Soit (x,y) € IR On a les équivalences :
!

> 5@+ e 27 +y

4

T +y 4

> 2t 4yt + 2272
PN (1}2 _ y2)2 2 0

Cette derniere inégalité étant vraie, la premiere I'est aussi.

Puis f(z,y) = (z +7)* — 2* — y* et, de la méme maniere que ci-dessus, 2(z* + y?) > (z + y)2.

11 vient donc :

fla,y) <20 + 4 — S(a? — P2

2
b) La fonction g est polynomiale : elle est de classe C*°. Pour ¢ réel on a : ¢'(t) = 2 — t. Ainsi g
croit strictement sur | — 0o, 2] et décroit strictement sur [2, +oo].

Conclusion. La fonction g admet un maximum global en 2 qui est g(2) = 2.
c) e Pour tout (z,9) € IR?, on a :
f@y) <g@®+y?) (H)
Mais, par exemple, mgrﬁ)og(xz) = —o0, donc EIIETOOJ‘(;L‘,O) = —oo : la fonction f n’est pas

minorée sur IR?.

e D’aprés la question précédente et (&), pour tout (z,y) € IR? on a f(z,y) < 2 = f(m1) =
f(m2). Ainsi f admet un maximum global en m; et ma dont la valeur est 2.



Puis si m est un point de IR? ou f admet un maximum global alors m est un point critique de f
(f est C* et IR? est un ouvert de IR). Or on a vu que m ne peut étre mo : c’est nécessairement
mi1 ou ma.

Conclusion. f admet un maximum global, qui est 2, atteint en m1 et m2 uniquement.

Exercice 6
Déterminer les extrema locaux de la fonction f : IR?> — IR définie par f(z,y) = ¥ + 3% + 37V,

e On peut rapidement montrer que f est de classe C? sur ouvert IR?. ..
e Déterminons les points critiques de f.

Soit (x,y) € R On a :

Df(ey) =oty b
Dof(w,y) ="tV S

On a ainsi les équivalences :

(z,y) point critique de f < Vf(z,y)=0

- ex+y — eB—ac
Tty — e3—y

r+y=3—=x
r+y=3—y
& r=y=1

Ainsi f admet un seul point critique qui est mo = (1,1). Notons que : f(mo) = 3¢>.

e Pour (z,y) IR on a:

Raf(z,y) =e" 47"

Faf(z,y) =e" 470

Haflzy) =t
La matrice hessienne de f en m = (z,y) est donc :

2 etV 4 37 ety
Vif(m) = ( ety ety 4 o3

Son déterminant et sa trace sont strictement positifs (immédiat) donc ses valeurs propres sont strictement

positives. Il en va de méme pour V2 f(mg) donc f admet en mo un minimum local strict. Commentaire.

« On sait » en fiat qu’il y a en mo un maximum global strict. Montrons le, a I’aide de Taylor-intégrale,
cette fois.

e Soit m € IR? différent de m et v = m — myp. Soit g : IR — IR définie par :
g9(t) = f(mo + tv).
D’aprés le cours g est de classe C? avec :
{g'm = (Vf(mo + tv),v)
9"(t) = Gmo+to(v)

ol ¢my+tv est la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f en mo + tv.
Ecrivons alors la formule de Taylor-Intégrale a 'ordre 1 pour g entre O et 1. On a :

g(1) —g(0) = ¢'(0) + /O (1—t)g"(t) dt.



Mais mo est un point critique, donc ¢’(0) = 0. De plus ¢ (t) = ¢my+tv(v) > 0 pour tout ¢ dans [0, 1] car
on a vu que la hessienne de f en tout point de IR™ a des valeurs propres positives. On a donc, en notant
que g(0) = f(mo) et g(1) = f(mo +v) = f(m) :

f(m) = f(mo) > 0.
Il en résulte que f admet en mo un minimum global strict.

Autre méthode pour les extrema globaux. Via I'inégalité arithmético-géométrique qui dit que pour a, b ¢
des réel positifs on a :

Vabe < Z(a+b+c).

Wl =

Exercice 7 +o0 ,
Soit f : IR?* — IR définie par f(z,y) = / (t* — tx + 2y)°e " dt. Etudier les extrema de f.
0

1. Soit (z,y) € IR*. On a:

—+oo
flzy) = / (t* + 22® + 4y® — 202 — dtay + 4ty)e " dt
0
2 [T 2 O oo oo s
= x / t?e”t dt +4y / e tde f4xy/ te b dt 72:v/ tPe b dt
0 0 0 0
=r(3) =r(1 =r(2) r4)
+oo +oo
—|—4y/ t?e”t dt +/ t*e”t dt
0 0
=r(3) =r(5)

= 22° 4+ 4y° —day — 12z + 8y + 24
2. La fonction f est polynomiale sur I'ouvert IR? donc de classe C2. Pour (z,y) € IR? on a :

o f(z,y) =4z —4y—12
O2f(xz,y) =8y —4x+38
Ainsi, pour (z,y) € IR? on a les équivalences :
(z,y) point critique de f < Vf(z,y) =0

N r—y—3 = 0|21
—r+2y+2 = 1

I
o

La fonction f admet un seul point critique qui est (4,1) etona: f(4,1) = 324+4—16—48+8+24 = 4.

-4 8
Ainsi det V2f (z,y) > 0 ce qui permet de dire que les valeurs propres de Vif (z,y) ont méme signe et
sont non nulles. Comme terf(a:, y) > 0, les valeurs propres de V2f(m, y) sont strictement positives :
f admet en (4,1) un minimum local strict qui est f(4,1) = 4.

3. e Pour (z,y) € R* on a: V>f(z,y) = (4 _4>.

Commentaire. Comme la hessienne est définie positive en tout point de IR?, « on sait » que f admet
en fait un minimum global strict en (4, 1).

e Soit (z,y) € R%. On a :
flzy) — f(4,1) = 22° +4y° — 4oy — 122+ 8y +24 — 4
= 2(2® — 22y — 62) + 4y + 8y + 20
2[(z— (y+3)° — (y+3)°] +4y° + 8y +20
= 2@ (y+3)"+2° — 4y +2
2(z - (y+3)° +2(y - 1)?



Ainsi f(z,y) — f(4,1) = 0 avec égalité si et seulement siy =1et z —4 =0 ie. (z,y) =

donc un minimum global strict en (4,1) qui est 4.

Exercice 8
Soit f : IR? — IR définie par : f(z,y) = —2(z — y)* + z* +y*.

1. Etudier les extrema locaux de la fonction f.
2. Démontrer que si |z| + |y| > 4 alors f(z,y) > 0.

3. Déterminer les extrema globaux de f.

1. e La fonction f est polynomiale donc C* sur IR?. Pour m = (,y) € IR* on a :

{alf(ma = —A(z —y) + 42°
Daf(m) =d(z—y)+4y°

e Déterminons les points critiques de f. Pour m = (z,y) € R on a. :

Vim) =0 o {—4( y) +42® =0
Y)

+4y =0
—|—4a: =0
=
x3 +y —0
4(x +4x =0
<~
{y
~ y=-
{ 2423 =0

Les points critiques de f sont donc mo = (0,0), m1 = (\@, —\/5) et mo = (—ﬂ, \/5)

e La matrice hessienne de f au point courant m de IR? est :

2 _ (122° —4 4
Vf(m)_( 4 12y274)

(47

1). On a

e On a f(mo) =0 et V2f(mo) = (_4 _44) On a det V2 f(m) = 0 donc on ne peut rien affirmer.

4
Mais :
— pour x réel non nul : f(z,z) = 2z* > 0;
— pour x réel non nul : f(x,0) = —22% + 2* < 0 si z est au voisinage de 0.

Ainsi f n’admet pas en mo d’extremum local.

e On a f(mi1) = =8 et V2f(m1) = (140 240

>. Ainsi det V2f(m1) > 0 : les valeurs propres de

V2 f(m1) sont de méme signe. Comme trV2f(my) > 0, elles sont positives : f admet en m; un

minimum local strict.
e De méme f admet en mg un minimum local strict

2. Soient (z,y) € IR? telles que |x| + |y| = 4. On a alors :

1
> 5@+ > g (el + 1) = g
RUSE >16

1
8

N | =

Ainsi f(z,y) = —2(z —y)* + 2" +y" >0

(el + yl)? (2] + [y))* > 2 (|| + ly)* >

2(x —1y)>.



3. Si f admet un extremum global en m alors m est un extremum local de f donc m = mi ou ma.
Rappelons que f(m1) = f(mz) = —8.
Soit maintenant K = {(,y) € IR? | |z| + |y| < 4}, qui est un fermé borné de IR™. Ainsi la restriction
de la fonction f & K, f |k, qui est continue, admet un un point m de K K un minimum global

Or pour tout ¢ hors de K, f(g) >0 > f(m1) > f(m), donc f admet en m un minimum global et on
a vu que l'on a alors m = my ou m = ma.

Exercice 9

Soit f: [0,1]* — TR définie par f(z,y) = z1y

m. Etudier les extrema de f.

Bien noter que [0,1]? est un fermé de IR" (pavé...). Toute la « machinerie » vue avec les points critiques
et la matrice hessienne ne s’applique pas!!!! On va contourner cette difficulté.

e Tout d’abord f est continue (comme fraction rationnelle) sur le fermé borné [0, 1] de IR? : elle admet
donc un maximum et un minimum global.

Notons aussi que f > 0 et, pour (x,y) € [0,1]% on a :
fla,y) =0 z=y=0.
Ainsi f admet un minimum global strict en (0,0) qui est 0.

e Soit g la restriction de f & 'ouvert ]0, 1[2. Cette fonction est de classe C? car c’est une fraction rationnelle
(noter que pour f ¢a n’a pas de sens de parler de fonction C? puisque [0, 1]> n’est pas un ouvert de IR?).
Pour (z,y) €]0,1[> on a :

14231 +y?) — (z + y)2z(1 + y?)
(14 22)2(1 + y2)?
1+ y2) [1 +z? — 222 — Qxy]
(1+22)2(1 +y?)?
(1+4*)( —2* — 2zy)
(14 22)2(1 + y2)?

og(z,y) =

Par symétrie des variables dans la fonction g, on a :

(1+2%)(1 —y® — 2ay)
(122211 )

O2g(z,y) =

Ainsi, pour (z,y) €]0,1[%, on a les équivalences :

1—2°—22y=0

Vy(z,y) =0 < 5
1—y*—22y=0

2 _ 2

o 0T
1—2"—-2z2y=0

Il en résulte que g admet un seul point critique qui est mo = (1/v/3,1//3).

2/vV3 9

(4/3)>  8V3

e On va maintenant étudier la restriction de f au bord de [0, 1]%.

Le bord de [07 1]2 est 'union des quatre segments K1 U Ko U K3 U K4 (voir figure ).

Notons que f(mg) =



— On va étudier la restriction de f au segment

Ky = {(z,y) €[0,1]* |y =0}

Pour (z,y) € K1 on a f(z,y) = Txﬁ
On considere donc la fonction fi : [0,1] — IR définie par :
x

La fonction fi est C° sur [0, 1] comme fraction rationnelle. Si « € [0,1] on a :

1422 — 222 1—22
fi(z) = 2 = 2
1+ 1+

>0,

- . . . 1
deés que x # 1. Ainsi f; est strictement croissante et admet un maximum en 1 de valeur 3
— On étudie maintenant la restriction de f a

Ks = {(z,y) €[0,1° |y =1}.

Pour (z,y) € Ks on a f(z,y) = Q(TTJF;) On considére donc la fonction f; : [0,1] — IR définie par :
r+1
f3($) - m

La fonction f3 est C*° sur [0, 1] comme fraction rationnelle. Si z € [0,1] on a :

, 214+ 2?) —dax(z+1) —22% -4z +2
fa(z) = ; = -
1+ 1+z

Ainsi f4(z) est du signe de —z? — 2z 4 1. On a A = 8§ et les racines de ce trinéme sont donc :
1
x1:—§(2—\/§):\/§—1 et o= —1— 2.

Il en résulte que f3 est strictement croissante sur [0,z1] et strictement décroissante sur [z1,1] : elle
admet un maximum global strict en z; dont la valeur est :

V2 _ V2
21+ (V2-1)2  2(1+2-2V2+1)
V2
8 — 42

Comparons ce résultat avec 1/2. On a les équivalences :

V2
8 — 42

f(z1)

& 2V/2<8-4V2s6V2<8
& T2<64

<

N

V2

Cette derniere propriété est profondément stupide. On a donc ———— >

8 — 42

N =

10



— Par symétrie des variables, il est inutile d’étudier la restriction de f a K2 et K. ..

e Synthése de I’étude. Sur le bord de [0, 1]?, la restriction de f admet un maximum global qui est

V2

8 — 42
9

et sur |0, 1[2 la restriction de f admet un maximum local strict qui est ——. On a :

8v3

NG} 9
<o V2 x 8v/3 < 9(8 — 4v/2)

64 x 6 < 81(8 — 4v/2)*
64 x 6 < 81(64 + 32 — 64/2)
2<27(1+ 3 - V?2)

¢t ¢ ¢

27\/§<27ng2

V2 9

—— et f atteint son maximum global en

— <
8—4v2  8/3

On a donc

Exercice 10
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note I,, la matrice identité de M, (IR) et J,
la matrice de M, (IR) dont tous les éléments valent 1. On considere la fonction f, définie sur IR™ par :

Vr = (z1,T2,...,Tn) € R", fu(z)= (i a:k> exp (— ixi) .
k=1 k=1

1. Diagonaliser la matrice J,,.

2. Montrer que f,, est de classe C? sur IR".

1
3. Démontrer que f, posseéde deux points critiques a = —(1,1,...,1) et b = —a.

Van

4. Déterminer les extrema locaux de f,,.

5. a) Etudier la fonction h qui, & tout ¢ de IR+, associe h(t) = te™t".
b) En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz & deux vecteurs bien choisis de IR", muni de son produit scalaire
canonique, montrer que :

n 2 n
V(z1,22,...,2s) € R", (Zxk> Sani
k=1 k=1

¢) Déduire des deux questions précédentes que f, admet en a et en b des extrema globaux.

6. Dans le cas n = 2, la nappe suivante est-elle acceptable en tant que représentation graphique de la fonction fo2 7
Justifier.

f) AN
i "..'hh~ SN
s

.N}
.

11



1. La matrice J, est non nulle et toutes ses colonnes sont identiques : elle est de rang 1. D’apres le
théoréeme du rang ker J,, est de dimension n — 1. Comme n > 2, on peut conclure que 0 est valeur
propre de J,, et que ’espace propre associé est de dimension n — 1.

On a aussi J, = nV,,. Comme V,, # 0, c’est bien un vecteur propre de J, pour la valeur propre n.
Ainsi 0 et n sont valeurs propres de J,.

Puis on a J2 = nJ, donc X? —nX = X(X — n) est un polynéme annulateur de J,, : les valeurs
propres de J,, sont parmi les racines de X? — nX qui sont 0 et n. On peut conclure que les valeurs
propres de J,, sont donc 0 et n.

n
2. 0 (T1,...,Tn) > Zwi est de classe C? sur IR™ car polynomiale.
k=1

¢ est de classe C? sur IR, par composition, 'application

(1,...,2n) — exp <—in)
k=1

e Comme t — e~

est de classe C? sur IR".

n
e (z1,...,%n) — Zajk est de classe C? sur IR™ car polynomiale.
k=1

Par produit f, est donc de classe C? sur IR"™.

3. e Soiti € [1,n]. On a:

Oi(fn)(x) = exp <—Z$i> + <Z$k> (—2x;) exp (-in)
k=1 k=1 1

k=

e Pour z = (z1,...,%,) € R™ on a les équivalences :

z point critique de f, < Vf.(z)=0

< (Vie{l,...,n}) <1 = 2$1i$k>
k=1

e Supposons que x soit un point critique de f,,. En sommant les n égalités précédentes, il vient :

n:232oﬁs:;xk.Delés:fMgou,/g.

De plus, pour tout ¢ € {1,...,n} on a alors :

1
Xr; = —
2s

. . / / . 1 .
e Réciproquement, si on a s = — g ou g et pour tout 7 € {17 R ,n}, xT; = % alors x est bien
s
un point critique de f,

Conclusion. La fonction f,, posseéde deux points critiques a = (1,1,...,1) et b = —a.

1
V2n
4. e Soient (i,7) € {1,...,n}> Pour tout & = (z1,...,z,) € IR, on a :

Bflfn(x) = (2Zxk — 2xi> exp ( in) + (1 —2x; Zxk> (—2x;) exp < in)

k=1 k=1

= <—4zi + (427 — 2) iazk> exp (— ixi)

12



et,sii#j:

azjfn(m) = (—2z) exp( ka> <1 —QxZZxk> (—2z;) exp< Zazi)
k=1
= <—2xi — 2z +4xix; Zajk> exp (— in)
k=1 k=1
e Pour tout (i,5) € {1,...,n}2, avec i # j, on a, en remplagant dans l’expression trouvée a la

question précédente :

o) = (~o=t 2k f5)et

_ —2
2ne
On a encore pour tout 7 € {1,...,n} :
4 2 1
n V
4 1 1
= [——+@-2n)y/— |e 2
2
= (2n+1)
2ne
La hessienne de f, en a est H,(a) = —2 (nln + Jn)
n n - \/% n n

e Soit A € IR. On a les équivalences :

A valeur propre de H, < (3X € M, 1(IR)\ {0})(HnX = 2X)

& (3X € My (R \{0}( (nIn + Jn)X )\X)

—2

\/2ne
2ne

& (IX e M, 1(R)\ {0}) (nI + J) X = — )\X)

& (3X € M (R)\ {0}) (JnX: ( 22”6A+n)x)
(v

=

A+ n) valeur propre de J,,

Onadonc—( 2ne>\+ )zOou—( 22ne/\+n):ncequiam\ene)\:—\/%lou)\z—21/2?”4
Conclusion. Spec(H { 1/2n “2n}

Les valeurs propres de H,, sont strictement négatives : f, admet en a un maximum local strict.

e Pour tout = dans IR" on a f(—z) = —f(z), donc f, admet en b un minimum local strict.

5. a) Cette fonction h est strictement croissante sur [0, f} et strictement décroissante sur [%, +oo[ :

elle admet un maximum global en

1
\/5 V2e
b) Soient z = (x1,%2,...,2n) € R" et u = (1,...,1) € IR". D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz-
Bouniakowsky, on a

qui est

2 2 2
(u, 2)” < [ul” 2|7,

TN

n 2 n
ce qui donne immédiatement E Tk <n T
k=1



¢) D’apres les questions précédentes, on a :

(&)= () (Em) =

De plus, on trouve d’aprés la question précédente que, pour tout = = (z1,...,z,) € R™ :

fn(a)

3
/N
@‘H
S
~_
[
~_

folz) = (Z ack> exp (—in) <+/n in exp <— Z:ci) .
k=1 k=1 k=1 k=1

n
. 2 . N
Si ’on pose t = E i, > 0, alors ceci amene :
k=1

falz) < Vate™ = V/uh(t).

Or h admet un maximum sur IR, atteint en 1/+/2, de valeur 1/v/2e. En particulier, h(t) < 1/+/2e
pour tout t € IR, ce qui entraine que :

Voo fn e
fula) < Viah(t) < V2 = \/;— fu(a).

En résumé, on vient de montrer que f,(z) < fn(a) pour tout z € IR™, avec égalité si et seulement
si x = a, et donc :
fn admet un maximum global en a et (de la méme maniére, un minimum global en b)

6. Dans le cas n = 2, la nappe donnée par ’énoncé est acceptable en tant que représentation graphique
de la fonction f2. En effet, comme cela a été montré aux questions précédentes, le graphe de fo
(comme c’est le cas pour cette nappe) présente un maximum global et un minimum global, lesquels
sont atteints en des points opposés par rapport & l'origine de IR?.

Exercice 11
Soient n > 1 entier, f: IR™ — IR et « réel. On dit que f est positivement homogéne de degré o (ph — «) lorsque pour
tout ¢ > 0 réel et m dans IR™ on a : f(tm) = t* f(m).

1. Donner des exemples de cette notion.

2. On suppose que f est de classe C'. Démontrer que f est positivement homogene de degré « si et seulement si
elle vérifie I'identité d’EULER :

(Vf(m),m) = af(m) pour tout m € IR™.

3. On suppose que n = 2 et que f est C2. On définit g dans C*°(IR?,IR) en posant pour m = (x,y) :

a. Démontrer que si Af =0 alors Ag = 0.
b. Y-a-t-il réciproque ?

1. Par exemple, les applications linéaires sont ph — 1, les formes quadratiques sont ph — 2. ..

14



2. e On suppose que f est positivement homogene de degré a. On fixe m € IR" et on considere la

fonction :
g :]0, +oo[— IR,

définie, pour t > 0, par g(t) = f(tm). Cette fonction g est de classe C' par composition. Pour ¢ > 0,

on a :

g'(t) = (Vf(tm),m).
Mais on a aussi, pour t > 0, g(t) = t* f(m), donc ¢'(t) = at* " f(m). Il vient donc, pour tout t > 0 :

(Vf(tm), tm) = tg/(t) = at® f(m).
On prend t = 1 pour obtenir l'identité d’Euler.

e Réciproquement, on suppose que f vérifie 'identité d’Euler. On fixe m € IR"™ et on considere la
méme fonction g que ci-dessus. On a de méme, pour tout ¢ > 0 :

g'(t) = (Vf(tm),m).

11 vient alors, pour ¢t > 0 : tg'(t) = (Vf(tm),tm) = af(tm) = ag(t). De 1, pour t > 0, g(t) =

t
d
Cexp (a/ —u> = Ct%, ou C est une constante réelle.
L u
De plus C = g(1) = f(m), ce qui prouve que, pour tout t > 0, on a : f(tm) = t*f(m).

3. a) Calculons Ag. Désignons par z et y les fonctions coordonnées sur IR?. On a :

9 _ of  9f  0f
or 8x+x8m2+y8m5‘y
82f B 82f 83]‘ 83f
22 = 2oaz T Y azay

. L .82]”_ o*f 2 f 2 f
Il vient par symétrie : 8—y2— a—y2+ya—y3+xa2y&n.

Ainsi on a :

0 0
Ag = 2Af+x—Af+y=—Af
ox Oy

Si donc Vf =0 alors Vg = 0.
b) Soit maintenant m = (x,y) € IR?. On a alors :
Ag(m) =2Af(m) + (V(Af)(m),m) .

Supposons Ag = 0. Il en résulte que Af est positivement homogene de degré —2. De la, pour
tout m dans IR? et tout t > 0 on a : Af(tm) =t 2Af(m).

On fixe m. Si §f(m) # 0, on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir 'absurdité Af(0) = 4o00. Il y a
donc réciproque.

Exercice 12
1. Soit F : IR* — IR de classe C* vérifiant F(0,0) = 0 et pour tout (x,y) € IR? :
2O F(z,y) + y0o F(z,y) = 0.
Démontrer que F' = 0.
2. Soit f: IR? — IR définie par f(z,y) = /z* + y4.
a. Calculer les dérivées partielles 91 f(z,y) et 92 f(x,y) pour (z,y) € IR?\ {(0,0)}.

b. La fonction f est-elle C'! sur IR? ?
3. Déterminer toutes les fonctions g : IR? — IR de classe C* telles que :

(#) g(0,0) =0 et pour tout (z,y) € R* zd1g(x,y) + yd29(z,y) = f(z,y)

15



1. « On pose m = (x,%). On a ¢ = F oc ot ¢ :]0, +oo[— IR? est définie par ¢(t) = tm. Selon le cours ¢
est dérivable et :
@' (t) = (VF(c(t)),c (t)) = 01 F(tm) + yOo F (tm).

1
(tx01 F (tm) + tyO2 F(tm)) = 0 d’apres les hypotheéses sur F.

Pour ¢ # 0, on a donc ¢'(t) = n

Ainsi ¢ est constante sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et ]0,4+o0o[. Sur ]0,+oo[, sa valeur est
¢(1) = F(m). De plus, comme ¢ est dérivable sur IR, elle est continue sur IR. Il en résulte que ¢ est
constante sur IR de valeur ¢(1) = F(m).

e Comme ¢(0) = F(0,0) =0, on a donc ¢(1) =0 i.e. F(z,y) = 0. Ceci étant valable quelque soit le
choix initial de (z,y) € IR?, F est la fonction nulle.

2. a. Ona:
3

2x

b. e Les applications partielles de f en (0,0) sont nulles donc

2 3
ot Of(z,y) = ——2

O1f(z,y) =

d1£(0,0) =0 et H2f(0,0) = 0.

e Pour montrer que f est de classe C?, il suffit de vérifier que les application partielle sont
continues en (0,0). Mais pour (z,y) € IR? avec (z,y) # (0,0) on a :

/1'4 +y4
Mais on a : 2(z* +¢y*) > (2® + y*)? = |(«,y)|* donc :

3
st < 2B 031y

I(z, )

—
z,y)—(0,0)
Les dérivées partielles sont donc continues sur IRZ.

1
3. e La fonction h = 5 f convient.

e On suppose que g convient et on pose G = g — h qui est de classe C* sur IR%. La dérivation étant
linaire, on a pour tout (z,y) € IR? :

zOG(z,y) + y02G(z,y) = wxdig(z,y) + yo2g(x,y) — x01h(z,y) + ydeh(z,y)
= flz,y) = f(z,y) =0

Selon la question 1, G est la fonction nulle, donc g = h.

Conclusion. ’ La fonction h est la seule solution du probléme posé ‘

Exercice 13 (Réduction des matrices symétriques réelles)
Soit n > 1 est entier naturel. L’espace vectoriel IR™ est muni du produit scalaire canonique (, ). La norme associée
est notée || |. La sphere unité de IR™, c’est & dire ensemble des vecteur v de IR™ tels que |v| = 1, est notée S™~ .

1. Soient a et 8 deux formes linéaires sur IR™ telles que ker 8 C ker a. Démontrer qu’il existe A\ réel vérifiant :
a= M\j3.
2. Soit 74 :] — 1,1[— IR™ une application de classe C" telle que pour tout ¢ dans | — 1, 1[ on ait :

@& =1.

Démontrer que, pour tout ¢ dans | — 1,1[, on a : {y(t),~'(¢)) = 0.

3. Soit m € IR" tel que |m| =1 et soit v € IR", non nul, orthogonal & m. Démontrer qu’il existe une application
v:]—1,1[— IR", de classe C", telle que v(0) = m, 7'(0) = v et, pour tout t dans | — 1,1, on ait

Iv(@®] = 1.

16



4. Soit f : IR™ — IR de classe C* et g sa restriction & S™~ 1.
a. Justifier que g admet des extrema globaux sur S™~!.

b. En considérant une application v :] — 1, 1[— IR" telle qu’a la question précédente, démontrer que, si g admet
en m un extremum relatif, alors il existe A réel vérifiant :

Vf(m) = Am.

5. Soit A une matrice symétrique réelle, que I’on confond avec ’endomorphisme de IR™ canoniquement associé. On
considere 'application f: IR™ — IR définie par :

flx) = (Ax, z) .

a. Démontrer que, pour tout = dans IR", V f(z) = 2Az.
b. Soit z un extremum de g, restriction de f & S"~!. Démontrer que x est un vecteur propre de A.

1. e Sikera=1R", alors a =0 et « = A3 avec A = 0.

e On suppose donc ker o de dimension n — 1 et par égalité des dimensions on a ker a = ker 3.
On écrit IR™ = ker a @ vect(a) ol a est un vecteur non nul de IR". Pour z dans IR", on pose :

hz) = a(a)B(z) — fla)a(z).

h est une forme linéaire et pour tout xz dans IR™ écrit x = y + pa selon la somme directe IR" =
ker o @ vect(a) on a :
h(z) = pa(@)B(a) — pBla)ala) =0,
o Bla) .
Ainsi 8 = ﬁa, correctement, puisque a(a) # 0.
ala
2. La fonction h = t +— ||y(t)|* est de classe C' par composition et sa dérivée est donnée, pour t €]—1,1],
par :

R(t) = (v'(1),7(1) + (v(1),7' (1)) = 2{v' (1), 7(1)) -

Comme h est constante de valeur 1, il vient {y'(t),~(t)) = 0 pour tout ¢ dans ] — 1, 1[.

m + tv
3. On pose, pour t €] — 1,1 : y(¢) = Tt el
Cela est correct car pour tout ¢ €] — 1,1[ on a, puisque m et v sont orthogonaux :
2 2,20 12
Im + to]” = |m|” +t" |v]” > 0.
~——

=1

La courbe « est & valeurs dans S™* et vérifie v(0) = m.
Tl reste & montrer que v est de classe C' avec 4/ (0) = v. Ecrivons m = (a1,...,an) et v = (21,...,25).
On a alors, pour ¢t €] — 1,1] :

<a1 +tx1,...,an+txn).

Ainsi, v est de classe C' par composantes.

1 u
——— = 1— —+o(u). Dela:
Vv1+u u—0 2 ()

1 1
lm +to]

Puis si on a

— t2 2 2\ 2
”2 t:Ol_ 5 v + o(t") =1 4 o(t%).

1+t v

De 14, v(t) o (m +tv)(1 + o(t)), donc :



4. a. g est continue sur le compact S"~! : elle admet donc un minimum et un maximum.

b. On suppose que g admet en m un extremum relatif. Soit 7 :] — 1, 1[— IR™ telle qu’a la question
3. On considére Papplication h :] — 1,1[— IR définie par h = go~.
Cette application est de classe C'* et sa dérivée est donnée, pour t €] — 1, 1[, par :

Y () = (VF(v(£),7 (1)) .

Comme h admet en 0 un extremum relatif, on a v'(0) = 0, donc (V f(m),v) = 0. Il en résulte
que v € Vf(m)? qui est le noyau de la différentielle df,,,. Mais ceci est vrai quelque soit le choix
de v dans m L : m* C ker dfmm. Mais m™ est le noyau de la forme linéaire w +— (m,w) : selon
la question 1, il existe A réel tel que, pour tout w € IR™ :

dfm(w) = X (m,w) .

1l en résulte que, pour tout w € IR™, (V f(m) — Am,w) = 0, donc Vf(m) — dm € (R™)* = {0}.

5. a. Pour x = (z1,...,2,) €EIR", on a :
f@) = > aijm;,
i=1 i=1
n n
de sorte que : f = Z Zai,jdmidm]-.
i=1 i=1
La fonction f étant polynomiale, elle est de classe C?, et, pour k € {1,...,n},ona:

n

G . d(dz;dz, ~
aixf]; = ZZai,j 7( gka]) = ZZai,jéfda:j + (5;Cd:L‘Z

i=1 i=1 \ v i=1 i=1

n n n
E ak,jdxj + E ai,kdxi =2 E ai,kdﬂci
j=1 i=1 i=1

On a bien Vf(z) = 2Ax.

b. On a vu que g admet sur S” ! un maximum et un minimum. Soit = un point de S"~! ol g
admet un extremum. D’apres la question 4., il existe A réel tel que :

Vf(z) = Ax.

. A
Ainsi Ax = §x et comme x est non nul, c¢’est un vecteur propre de A. O

Exercice 14
Soit f : R™ — IR de classe C*. On dit que f est conveze lorsque pour tout m et p dans IR™ et ¢t dans [0,1] on a :

(A =t)m +1tp) < (1 —1t)f(m) +tf(p).
1. Soient f; et fa deux fonctions convexes de IR" dans IR et « € IR.
a) Les fonctions suivantes sont-elles convexes : f1 + f2, af1, inf(fi, f2), sup(fi, f2) 7
b) Lorsque n =1, a-t-on f1 o f2 convexe?

2. Démontrer que f est convexe si et seulement si pour tout (m,p) € (IR")* on a :
f(p) = f(m) = (Vf(m),p—m)

3. On suppose que f est convexe. Si mgo est un point critique de f, démontrer que f admet en mo un minimum
global.

4. Dans cette question A est une matrice symétrique réelle dans M, (IR) et f est définie par :
f(z) = (Az, )

a) Démontrer que f est de classe C'' sur IR".
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b) En déduire que si f est convexe, toutes les valeurs propres de A sont positives.

1. a. e Soient m et p dans IR™ et ¢ dans [0, 1]. On pose ¢(t) = (1—t)m+tp et g = f1 + f2. On a alors :
gle@®)) = file(t)) + fa(c(t))
< (A=t film)+tf2(p) + (1 —t)fa(m) + tf2(m) par convexité de fi et fo

=(1—-t)g(m)+tg(p)

Conclusion. ’ La fonction fi + f2 est convexe ‘

e Soient m et p dans IR™ et ¢ dans [0,1]. On pose c(t) = (1 — ¢t)m + tp et h = af1. Lorsque

< a((T=1t)fi(m)+tfa(p)) car fi convexe et o >0

=(1—t)h(m)+th(p)

Si maintenant o < 0, on obtient h(c(t)) > (1 — ¢t)h(m) + th(p)

Conclusion. ’ La fonction af1 est convexe exactement lorsque o > 0 ou f1 =0 ‘

e Soient m et p dans IR™ et ¢ dans [0, 1]. On pose c(t) = (1 — t)m + tp et h = sup(fi, f2). On a
deux cas :

— Si h(ce(t)) = fi(c(t)) alors :
h(c(t))

Si(e())

< (A=t film)+_t f2(p) car f1 convexe
—_———— N~
>0 <h(m) 20 <
< (1 =1t)h(m) + th(p)

— Si h(c(t)) = fa(c(t)), on obtient de méme h(c(t)) < (1 — t)h(m) + th(p).

Conclusion. ‘ La fonction sup(f1, f2) est convexe ‘

e De maniere générale, on ne peut pas dire que inf(f1, f2) est convexe comme le montre le
contre-exemple suivant :

inf(fl, fg)

b. Lorsque n = 1, et lorsque f1 est croissante, on a bien fi o fa convexe (vérification immédiate par
la définition). Cependant en prenant fi : z e “ et fo: z+— x2, ona fi’ > 0et f5 >0 (donc
f1 et f2 sont convexes) mais, pour x réel,

2

fiofo(x) =e™",
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donc (f1 o f2)'(z) = —22¢™"" et (fiof2)"(z) = 277" 443%™ = 2(22% — 1)67362, donc
(f1 0 f2)” n’est pas positive sur IR, ce qui prouve que fi o f> n’est pas convexe.

2. o On suppose que f est convexe. Soient m et p dans IR™. On considere application g : [0,1] — IR

définie par :
g(t) = f(tp+ (1 = t)m).
Comme f est C', g est dérivable et on a :
g't) = (Vfltp+ (1 —t)ym),p—m).
En particulier, g’(0) = (Vf(m),p — m). Mais, pour ¢t > 1, on a :

M - %(f((l — t)ym +tp) — f(m))
1

(= 0f(m) + 1) ~ £ ()

< flp)—f(m)

On fait tendre correctement ¢ vers 0 (les limites existent!) dans cette inégalité pour obtenir g’(0) <
f(p) — f(m), ce qui donne le résultat souhaité.

IN

e On suppose que pour tout m et p dans IR™ on a :

f(p) = f(m) 2 (Vf(m),p—m).
Soient m et p dans IR™ et soit ¢ dans [0, 1]. On pose ¢(t) = (1 — ¢)m + tp. Par hypothese, on a :

{f(p) = fe(®)) 2 (Vf(c@®),p—c(t)) (1)
f(m) = fe(®) 2 (Vf(c(t),m —c(t)) (2)
On fait ¢ x (1) + (1 —¢) x (2) pour obtenir :
(L=8)f(m) +tf(p) = f(c()) = (VS(c(t)),tp+ (1 — )m — (),

=0

ce qui prouve la convexité de f.

. Supposons que mgo soit un point critique de f. Soit m dans IR". D’apres la question précédente on
a:
f(m) = f(mo) = (V f(mo), m —mo) = 0.

Ainsi f admet en mo un minimum global.

. On écrit A = J[a;;]. Noter que dans cette question, on confond, avec 1’énoncé, la matrice A et
I’endomorphisme de IR™ canoniquement associé.
a. Pour z = (z1,...,2,) € R", on a classiquement :
n n
CL‘) = Z Z Qiq,j LT 5.
i=1 j=1

Ainsi f est une fonction polynomiale : elle est de classe C* sur IR™.

b. e Déterminons le gradient de f. Pour k € {1,...,n}, notons ¢x : R" — IR la k-itme fonction

coordonnée. On a alors :
n n
F=>2 a0

i=1 j=1
Ainsi, pour tout k € {1,...,n}, il vient :
Of(z) = a”(')k @i)( ( )+ @i(x) O (p;)(x)
= 7Ij =z; =5k

= g ak,;T; + g Qi kT
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n
Par symétrie de la matrice A il vient alors : O f(z) = QX:akJacj7 et on reconnait la k-ieme
j=1
composante du vecteur 2Ax.

Conclusion. ’ Pour tout X € IR" on a : Vf(x) = 2Ax ‘

e Supposons maintenant que f est convexe. Soit x¢ un point critique de f. On a donc Azo =0
et f admet en xp un minimum global, selon la question 3. Il en résulte que pour tout x € IR"
on a f(z) = f(zo) = 0. En particulier, si A est valeur propre de A, il existe  non nul tel que
Az = Az et ainsi :

0< f(z) = {Az,2) = Alol?,

dour= 1@ 5 ¢

=
=]

Conclusion. Si f est convexe, les valeurs propres de A sont positives.

Exercice 15

Soit n un entier, tel que n > 2. On considére IR™ muni de son produit scalaire canonique noté ( , ), de la norme associée
notée | |, et A € M, (IR), symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes strictement positives. On confond
vecteur de IR™ et matrice colonne canoniquement associée, on considere B € IR", et on pose, pour tout X € IR" :

®(X)="XAX et F(X)=®(X)-2'BX.
1. Montrer qu’il existe deux réels a et (8 strictement positifs tels que pour tout X de IR™
al X < o(X) < BIX].

2. a) Soient X et H deux éléments de IR™. Montrer que

F(X+H)=FX)+(VF(X),H)+ ®(H).

b) Expliciter F(X) pour X € IR", & 'aides des coordonnées (z1,...,2n) de X et des coefficients de la matrice
A et du vecteur B. Justifier que F est de classe C2.

¢) Soit X € IR™. Démontrer que VF(X) = 2(AX — B).
d) Démontrer que F posséde un minimum sur IR"™. En quel point est-il atteint ?

Dans la suite, on note R le point de IR™ ou F atteint son minimum.

3. Soit X € R" fixé, X # R.
En utilisant le résultat de la question 3a, déterminer la valeur de « réel qui minimise F(X — aVF(X)).
Calculer ce minimum.

4. Soit Xo € IR™. On définit :

— une suite (Xg)rew de vecteurs de IR™
— une suite (ay) de réels

en posant, pour tout £ € IN :
IVF(X5)|I?
XkJrl = Xk — OékVF(Xk) et A = 2(1)(VF(Xk))

0 sinon

si X #R

a) Exprimer F(X;41) — F(Xk) en fonction de oy, et de VF(X}) et montrer que la suite (F(Xk))kemw converge.
b) Etudier la convergence la suite (Xi)ren.-
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1. La matrice A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale :
il existe D = diag(\1,...,\n) diagonale et P orthogonale telles que A = PD'P.
Les coefficients A; sont les valeurs propres de A, donc sont strictement positifs. Ainsi, on posant

Y = 'PX, il vient : ®(X) = Y DY = 3 \y?. De plus, la matrice P étant orthogonale, on a :
i=1
|Y] = | X|. Donc, en prenant prendre o = win (Ai) et B = 1r£1iaéxn()\¢) :

<ign

alXPP=a) g <eX)<BY vl =BIX[".
=1 =1

2. a) Par bilinéarité du produit scalaire, on obtient :

F(X + H)— F(X) =2'HAX + ®H) — 2(B, H) = (VFx, H) + ®(H).

b) e En écrivant F' en fonction des coordonnées du vecteur X, il vient :

F(X) = Zn:zn:aiijiwj — Qixzbl
i=1

i=1 j=1

e La fonction F est de classe C? sur 'ouverIR? car polynomiale.

¢) Pour tout indice i : 0, F(X) = 2a;2: +2 Y, aijx; — 2b;.
Jj=1,5#1
Ainsi, en terme de matrices, il vient : ’ VFx =2(AX — B) ‘

d) Le seul point critique est donc le point R, solution unique (car A inversible) de AX = B. De
plus, pour tout H € IR", F(R+ H) — F(R) = ®(H) > 0 (question 1), donc au point R on a un
minimum global de F'.

Dans la suite, on note R le point de IR™ ot F' atteint son minimum.

3. En remplacant H par VFx dans le résultat de la question 3a, on obtient :
gla) = F(X —-aVF(X))
= F(X)—-(VF(X),aVF(X))+ ®(aVFx)
= &®®(VF(X)) — a(VFx,VF(X))+ F(X)

2
C’est un trindme du second degré en «. Le minimum est atteint pour o = % et sa valeur
IVECOI*
st 1 F(X) — ———— .
est s F(X) = 1o F(x)
4. a) Soit k € IN. On a, d’apres les questions précédentes :
F(Xgp1) = F(Xx) = 0i®(VF(Xy)) — o [VF(Xe)|* = gow) — F(X)
_vFEDI
49(VF(Xy))

La suite (F(X&))rew est donc décroissante et minorée (par F(R)) : elle converge.

b) On remarque que lim (F(Xi41) — F(Xk)) =0 et ainsi  lim M =0.
k—-+o0 k—+oo 4P(VF(Xy))?

Puis par la question 2, il vient :

IVE(X0)[* S IVE(X5)[*
40(VF(Xy))? ~ 48 |VF(X)|?
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et ainsi lim [VF(Xy)|* = 0.
k—4o0

e Comme VFx, = 2(AX; — B),ona X} = %(AAVFX,C) + R ce qui montre, par exemple par

continuité de Papplication linéaire en dimension finie Y + A~'Y de IR™ dans lui méme, que

lim X, = R.

k—+oco

Exercice 16 (Un principe du maximum)

Soient n > 1 un entier, Q la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 de IR™, Q la boule fermée de centre 0 et de
rayon 1 et 0N désigne la sphere de centre 0 et de rayon 1. On considere des réels b1, ...,b, ainsi qu'une matrice
A = [a; ;] € M,(IR), non nulle, symétrique et positive (c’est & dire telle pour tout X € ./\/ln 1(IR) on ait "XAX > 0).
On considére une application continue u : @ — IR, qui est de classe C? sur Q. On pose, pour z dans  :

ZZ ”8:2836] +Zb 83@

=1 j=1

Le but de I’exercice est de montrer la variante simplifiée suivante du principe du maximum : si L, (x) > 0 pour tout x
dans 0 alors le mazimum de u sur Q) est atteint sur 0.

1. Démontrer que I'un des coefficients diagonaux de A est non nul.

2. Si B et C sont deux matrices symétriques positives dans M, (IR), démontrer que tr(BC) > 0

3. On suppose ici que le maximum de u sur € (on justifiera I'existence de ce maximum) est atteint en un point a
de Q. Démontrer que L, (a) < 0.

4. On suppose ici que Ly (x) > 0 pour tout = dans Q. Conclure en considérant une fonction v définie sur Q de la
forme :
v(z) = u(z) + e
ol x = (x1,...,2,) € , € > 0, X est choisi convenablement de sorte que L, (z) < L,(z) et i est un entier de
{1,...,n} tel que a;; > 0.
L,(x) =0 pour tout z €
u(y) = f(y) pour tout y € 9N
donnée, admet au plus une solution u : @ — IR, continue qui est C? sur Q.

5. En déduire que le probleme suivant { ,ou f : 902 — IR est une fonction continue

1. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable et, comme elle est positive, ses valeurs propres
son positives. Supposons un instant que sa trace soit nulle ; dans ce cas toutes ses valeurs propres sont
nulles, donc A est nulle puisque semblable & la matrice nulle. Ainsi tr(A) > 0 : il existe un élément
diagonal de A qui est strictement positif.

2. Il existe une matrice v/C symétrique et positive telle que (v/C)? = C (c’est classique, en ortho-
diagonalisant C'). On a alors :

tr(BC) = tr(VCBVC) = O
puisque vVCB+V/C est une matrice symétrique positive.

3. La fonction u est C2, donc continue, sur le fermé borné  : elle y atteint donc son maximum en (au
moins ) un point a € Q. Si a € Q, qui est un ouvert de IR™, comme u est C?, on a Vu(a) = 0 et

la forme quadratique g, associée & la hessienne V2u(a) est négative, i.e. pour tout (z1,...,z,) dans
R™:
Z1
(z1,...,zn)A <0.
Tn

Il vient alors

ZZ ,Ja 6@, *Zb O () = tr(AV?u(a).
=1 j=1 \—;—/
=0

Or la matrice —V?u(a) est symétrique positive : on a donc tr(—AV2u(a)) > 0, selon la question
précédente. Ainsi :
Lyu(a) <0
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Commentaire. On vient de démontrer que, si L,(z) > 0 pour tout = dans 2, alors u atteint son
maximum sur le bord 92 et non a l'intérieur.

. Soit v une fonction définie sur Q de la forme :
v(z) = u(z) + ee™.

oux=(z1,...,%,) €Q,&>0,\€IR et iest un entier de {1,...,n} tel que a;; > 0. Cette fonction
est de classe C2. De plus, I'opérateur u +— L., est clairement linéaire. On a donc, pour tout = dans
Q-

Lo(x) = Ly (x) + e (ai i) + biX).

On choisit alors A\ de sorte que am_)\z + b; A > 0. Il vient ainsi :

Ly(x) > Ly(z) > 0.

La fonction v atteint alors son maximum sur 0f2, selon la question précédente. Il existe donc y. € 02
tel que, pour tout x dans {2, on a ait :

u(ye) + ™) > u(z) + e > u(z),

ol y; est la i-eme coordonnées de y. Comme OS2 est une partie bornée de IR", il existe une constante
C telle que \z; < C pour tout = dans 9. Ainsi, pour tout « dans {2 :

u(z) < u(ye) + e < maxu(y) + ee.
yeoN

En faisant tendre € vers 0, on obtient u(x) < m%gu(y), inégalité vraie pour tout = dans Q.
ye

Conclusion. Si L, (x) > 0 pour tout x dans Q alors le mazimum de u sur Q0 est atteint sur 0.

. Si u et v sont deux solutions du probléme proposé qui sont continue sur et C? sur €, on a :
Ly—w(z) =0 pour tout x € Q2 et uw — v = 0 sur Q. La question précédente permet d’affirmer que
u—v < 0 sur 2. Mais on a de méme v — u < 0 : il en résulte que u — v = 0 sur €. O
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