PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n°® 13. Algebre bilinéaire
Quelques corrections

Exercice 1
Soit F' = {(ac,y7 zt)ERY |z 4+y+z+t= ()}. Justifier que F est un sous-espace de IR* et déterminer le projeté orthogonal
de v =(1,1,1,-1) sur F.

OnaF=atota= (1,1,1,1) donc F est un sous-espace de IR*, de dimension 3.
Notons 7r la projection orthogonale sur F'. Comme :
u=m7p(u)+u—rr(u)
—— N——
€EF cFL
le projeté orthogonal de u sur F* est u — wp (u).

Mais F* = vect(a) donc : u—7r(u) = (u,a) (expression du projeté orthogonal en base orthonormale) et ainsi

a

2
lal
a

mr(u) =u— (u,a) W

1 1
Mais (u,a) =2 et |a|*> =4 donc 7p(u) = u — F0= 5(17 1,1,-3).

Exercice 2
Soient E = IR3[X] et :

P o= (X —1)(X —2)(X —4)
Py = (X —1)(X —3)(X —4)
Py = (X —2)(X —3)(X —4)

On pose H = vect(Pi, P, P3).

1. Justifier que H est un hyperplan de E et trouver ¢ forme linéaire sur E telle que H = ker ¢. Cette forme linéaire ¢
est-elle unique ?
4
2. On considere le produit scalaire sur E défini par : (P,Q) = ZP(k)Q(k) Soit P € E. Trouver le projeté orthogonal de
k=1
P sur H.
1. On a H = kerds ot §4 : P+ P(4) est une forme linéaire non nulle. Toute forme linéaire proportionnelle &
04, et non nulle, a encore pour noyau H.
2. Soit P € E. Pour ce produit scalaire, H est I’orthogonal de la droite engendrée par Py = (X —1)(X —2)(X —3).
Ainsi en notant wg la projection orthogonale sur H, comme P — 7 (P) est le projeté orthogonal de P sur
H* = vect(R), il vient :
Py P(4)
P—TTH(P) = <P,P0>7 = ——510
[Pl [Po?
Enfin |Py|® = Py(4)? d’otr :
P(4)
Oy(P)=P— P
H( ) P0(4)4 0
Au passage on a (théoréme de minimisation) :
P4
dist(P, H) = |P — s (P)] = %
Exercice 3

On pose E = IR,[X]. On considére I’application de E? dans F définie par : (- | ) : (P,Q) = > pigi ot on a écrit : P(X) =

n

=0

=0

1. Montrer que c’est un produit scalaire sur F.

2.

Soit F' = {P € E|P(1) = 0}. Déterminer dist(1, F).



Exercice 4 (Matrices de Gram)

Soient (E, (, )) un espace pré-hilbertien réel et § = (a1, ...,an) une famille dans E. On considére la matrice Go = [(a;,a;)] €
M, (R).
1. Démontrer que Gy est inversible si et seulement si 0 est une famille libre.
2. On suppose que la famille 6 est libre et on pose F' = vect(#). Soit € E. On note ¢’ la famille (a1, ..., an, ). Démontrer
que :

det Gy
d(z, F) =4/ detGgg'

Exercice 5
Soit E =IR,[X] (n > 1).
E? — R

1. Démontrer que (P.Q) — (P|Q)= i P(k)Q(k) est un produit scalaire sur F.
k=0

2. On considere 8 = (Lo,...,Ln) olt L; est linterpolateur de LAGRANGE élémentaire tel que L;(j) = &7 pour (4,j) €
{0,..., n}Q. Démontrer que S est une base orthonormée de F.

3. Si P est dans F, donner les composantes de P dans f3.

Exercice 6
Soit E = C([0, 27, R).

27
1. Montrer que (f,g) — (f,g) = / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E.
0

2. Pour k dans {0,...,n} et x réel on pose : fy(z) =coskz et gi(z)=sinkz.
On pose encore F' = vect(fi)rem= et G = vect(gr)wem+. Démontrer que F et G sont des sous-espaces orthogonaux de E.

3. On note A la partie de E formée des fonctions positives. Déterminer A=,

Exercice 7
Soient (F, {, )) un espace euclidien et S = {x € F | || = 1}. On considére la propriété P suivante : « Pour tout (z,y) € S>
avecx #Zyett €0, 1{onatc+ (1 —t)y ¢ S».

1. Tlustrer graphiquement la propriété P dans le cas ott E = IR? muni du produit scalaire canonique.

2. Démontrer que P est vraie dans le cas général.

1. Dans ce cas S est la sphére de centre O = (0,0) et de rayon 1. Puis tz + (1 — ¢)y pour ¢t € [0,1] est une
paramétrisation du segment [z,y]. En, enlevant ¢t = 0 et ¢ = 1 on enléve les extrémités du segment. La
propriété P semble vérifiée graphiquement (faire un dessin!).

2. Soient (x,y) € S? avec = # y. On considere tout a fait par hasard la fonction f : [0,1] — IR définie, pour
t €[0,1], par :

f(®)

[tz + (1= Oyl” =7 J2]” +(1 = )* Jyl® +2t(1 — ) (z,y)
~— ~—~
=1 =1

= 26°(1— (z,9)) +2t({,y) — 1) + =

Comme z # yona:0 < |z—y|> =2—2(z,y) de sorte que (1 — (z,y)) > 0. La fonction f est donc un
trinéme du second degré & coefficient dominant strictement positif qui vérifie f(0) = f(1) = 1 : pour tout
t €]0,1[ on a f(t) < 1 ce qui prouve la propriété P.

Exercice 8 (Le théoréme de représentation de Riesz)

Soit (E, ( , )) un espace euclidien. Pour a € E on considére l'application f, : E — IR définie, pour = dans FE, par f.(z) = (a,x).
1. Justifier que f, est linéaire et donner son noyau.

E — L(E,R)

2. Démontrer que 'application f = ( a — f
a

) est un isomorphisme.
3. En déduire que pour tout ¢ € L(E,IR) il existe un unique a € E tel que :
(Vo € E) (¢(z) = (a,z)).

Ce dernier résultat est le théoréme de représentation de Riesz : toute forme linéaire sur un espace euclidien « est
représentée par un unique élément a de E a l'aide du produit scalaire ».



4. Une application : le dual de M, (IR). Dans cette question E est espace M, (R). Démontrer que si ¢ est une forme
linéaire sur M,, (IR) alors il existe une unique matrice A € M, (IR) telle que :

(VM € E) (p(M) = tr(AM)).

1. Par bilinéarité du produit scalaire, f, est linéaire et son noyau est ’hyperplan (vect(a)) L.
2. e Soient a, b dans E et A dans IR. Pour tout = dans E on a :

fla+Ab)(x) = {a+ Ab,z)=(a,z) + X {b,z)
fa)(z) + Af(b)(z)

Ceci étant valable quelque soit le choix de « dans E, il vient : f(a + Ab) = f(a) + Af(b).

e Soit a € ker . L’application f, est alors nulle, donc a = Og et ainsi ker f = {Og}.

e L’application linéaire f est injective de E dans E* qui sont des espaces vectoriels de méme dimension : f
est bijective (par le théoréme du rang) et c’est donc un isomorphisme de E sur E*.

3. Comme P est une application bijective de E sur E*, pour tout ¢ € E™ il existe un unique a € E tel que
®(a) = ¢ et ainsi :
Vz € E, o(z) = {(a,z).

4. Une application
On munit M, (IR) de son produit scalaire canonique. Soit ¢ : M, (IR) — IR une forme linéaire. D’apres la
question 3, il existe une matrice B dans M, (IR) telle que pour toute matrice M dans M, (IR) on ait :

o(M) = (B, M) = tr('BM).
On pose alors A = ‘B pour obtenir le résultat.
Exercice 9 n
Soit E un espace pré-hilbertien réel. Soit 8 = (e1, ..., e,) une famille libre de E telle que pour tout @ dans E : ||z|* = Z (z,e)°.

i=1
Montrer que [ est une base orthonormale de E.

e Soit F' = vecr () qui est un sous-espace vectoriel de dimension n de E. Siy € F* on a :
2 2
lyll> = (y,e)* =0
i=1
donc F+ = 0. Or F est de dimension finie donc

E=FgF*

et ainsi E est de dimension finie n donc S est une base de E.

e Pour (2,9) € E®> on a:

1 2 2 2
(z,y) 5 Uz +ul” = =" = IyI")
= (z,€:) (y, ei) -
i=1
En particulier on a pour (4,5) € {1,...,n}> :
(ei,e5) = D (eier) (€, €r) .
k=1

1l en résulte que si G = [{e;,e;)] alors on a G = G? et comme G est inversible (puisque 3 est libre) alors G = 1,
ce qui prouve le résultat demandé.

Exercice 10
Soient F un espace euclidien et p un projecteur de FE. Montrer I’équivalence des propriétés suivantes.

(i) p est un projecteur orthogonal;



(ii) Pour tout = dans F on a : ||p(z)| < ||z

e On note F' =Im p et G = ker p. Comme p est un projecteur on a
E=Fodq.

e Supposons que p soit un projecteur orthogonal. On a alors G = F*. Si z € E on écrit alors ¢ = f + g selon la
somme directe E = F @ F* et on a alors :

lel® = 11” + 1gl* = 117 = Ip(2)]*

e On suppose maintenant que pour tout € E on a |p(z)| < |z|.
On raisonne alors par ’absurde et on suppose que G # F*. Il existe alors f € F et g € G tels que :

(f.g) #0.
Pour A réel zx = f + Ag. On a alors :

lexl® > (@)l ie. 117+ X% 1gl* +2X(f.g) > If)?

ce qui améne A2 Hg||2 +2X(f,g) > 0, valable pour tout A réel, et on obtient donc une contradiction.

Exercice 11
Soit n € IN*. On considére £ = M,,(IR) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. On pose : V(A, B) € E?, (A, B) =
tr(*AB) ol tr désigne la trace et ‘A désigne la transposée de la matrice A.

1. Prouver que (, ) est est un produit scalaire sur E.

2. On note Sy, (IR) 'ensemble des matrices symétriques de E. Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A = —A.
On note A, (IR) ’ensemble des matrices antisymétriques de E.
a) Démontrer que S,(IR) et A, (IR) sont des sous-espaces vectoriels de E
b) Prouver que E = S, (R) & A, (IR).
¢) Prouver que A,(IR)* = S,.(IR).
d) Soit A € E. Déterminer en fonction des coefficients de A la distance dist(A4, S, (IR)).
3. Soit F I'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F*.

1. e Soient M et N dans M, (IR). On a :
(M| N) =tr(*"MN) = tr(\('MN)) = tr(‘NM) = (N | M).
Fixons M dans M, (IR). Pour A et B dans M, (IR) et X réel on a :
(M,A+\B) = tr("M(A+ AB))

= tr('MA+XMB)

= tr("MA) + Mr("MB) (par linéarité de la trace)

= (M,A)+X(M,B)
11 en résulte que (, ) est une forme bilinéaire symétrique sur E.
e Puis si M € E avec M = [m; ;] on a: (M, M) = szil > 0 et si (M,M) = 0 alors pour tout

i=1 k=1

(i,7) € {1,...,n}* on a mj;=0donc M =0:(, ) est une forme bilinéaire symétrique sur E qui est définie

positive ; ’ (', ) est un produit scalaire sur M, (IR) ‘

2. a) Ona S,(IR) = ker ¢ oi1 ¢ est ’'endomorphisme de E défini par (M) = M —*M et A, (IR) ker ¢ ol ¢ est
I'endomorphisme de E défini par (M) = M +'M donc S, (IR) et A, (IR) sont des sous-espaces vectoriels
de E.

b) e Prenons A € Sy (IR) et B € A,(IR). On a alors :
(A, B) =tr(*AB) = tr(AB) et (B, A) =tr(‘BA) = —tr(BA) = —tr(AB)

Par symétrie du produit scalaire on a donc : tr(AB) = —tr(AB) i.e. tr(AB) = 0 et ainsi (A, B) = 0.
I1 en résulte que Sp(IR) et A, (IR) sont orthogonaux donc en somme directe.

e Pour tout M dans F on a :

1

M = o(M+ M)+ (M ="M) (#)

N —

€Sn(IR) €A, (IR)
ce qui assure que £ =S, (IR) + A, (IR).
Conclusion. £ = S,,(R) @ A, (IR).



¢) Comme S, (IR) et A, (IR) sont orthogonaux on a A,(IR)* C S,(IR). De plus, E = S,,(IR) ® A,(IR), on
a:
{dim E = dim S, (IR) + dim A, (IR)

dim E = dim A, (IR) + dim A, (R)*
Ainsi dim A,,(IR)* = dim S,,(IR) et on peut conclure que A, (IR)* = S, (IR).

d) Selon le théoréme de minimisation (on travaille en dimension finie!), si 7w désigne la projection orthogonale
sur Sp(IR) :
dist(A4, Sn

—

R)) = [A = 7(A)]-
(A —"A) et ainsi :

N =

Selon la décomposition (#), on a A — w(A) =

dist(4, S (IR)) = o |4 - ‘A = 5 D> (aiy — a5

i=1 j=1

3. Soit M € My, (IR). On écrit M = D + (M — D) ou D est la matrice dont la diagonale est celle de M avec
des 0 partout ailleurs. Comme D € F et (M — D) € F* on a la décomposition (par unicité) de M selon
E =F @ F*. 1l en résulte que F* est 'ensemble des matrices de diagonale nulle.

Exercice 12 n n
Soit © = [w;;] dans O, (IR). Borner de maniére optimale Z ZWij.

i=1 j=1

La matrice ) est une matrice de passage entre base orthonormées de IR". On dispose donc de deux bases ortho-
normées (e1,...,en) et (e1,...,e,) de IR™ telles que

wij = (€, €;) -

On a alors par bilinéarité du produit scalaire :

>3 =33 e = (T3 ).
i=1 j=1 i=1j=1 i=1  j=1
Puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

i=1 j=1

<

n
D e
=1

n
D&
j=1

= y/n. On obtient donc en définitif :

n
D e

i=1

2 n
Mais on a = Z lei|* = n et de méme
i—1

n
>
=1

i=1 j=1

<n

cette inégalité étant optimale comme le montre le cas de Q2 = 1,,.

Exercice 13
Dans IR"™ muni du produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la réflexion par rapport a

F:{(m,...,x,)EIR"\x1+x2+...+xn:0}.

Exercice 14
Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique défini positif de . Démontrer que pour tout =z,
y dans F on a :

@, 9)* < (x, f(2)) (v, f (W) -



On considére (z,y) — (f(z),y) qui est un produit scalaire sur E puisque f est symétrique défini positif. On écrit

alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire : pour tout = et y dans E on a

&, W) < (F(@),2) {(f(y), ) -

Si maintenant x et z sont dans E, comme f est un isomorphisme, il existe alors un unique y € E tel que y = ffl(z)

et en remplacant y dans l'inégalité précédente, on obtient :

(@, 2)|* < (2

ce qui est bien 'inégalité demandée.

Exercice 15
Que dire de A € S, (R) telle que A* —24% + 34 =07

Exercice 16

)z f~

')

Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique défini positif de E. Démontrer que pour tout =z,

y dans F on a :

(&, 9)|* < (@

Exercice 17

) (y, f~

Yw))-

Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique positif de E.
1. Pour A réel et z € E, calculer (f(x + Af(z)),z + Af(x)).

2. En déduire que pour tout z dans E on a :

Soit « dans E. Pour tout p réel on calcule :

1 @)1

< (f(@), 2) (f*(2), f(2)).

(f@+pf@),e+pf@) = p (@), f@)+u (@), z)+ | f@)]) + (f(z)
= {2 @), f@) +p ((f@), (@) + | f@)]°) + (f( ) )
= 12 (@), @) +2u]f (@) + (f(z),z)

Comme f est positive, en supposant <f2(m
positif. On a alors A’ < 0 et ainsi :

1/ @)~

ce qui est I'inégalité souhaitée.

Si maintenant <f2($) f(

x)) =0, il reste 2| f(2)|* + (f(x

), x

(f(2), f@)) (f(x),2) <O

lorsque | f(x)| = 0, cas dans lequel I'inégalité demandée est triviale.

> 0 et ce pour tout p réel, ce qui n’est possible que

Commentaire. On a utilisé ici une « preuve variationnelle », comme dans la preuve de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 18

Soit E un espace vectoriel euclidien, f € L(E). Montrer qu’il existe une base (e1, . .

soit orthogonale.

On considere u = f* o f, ou f* est I'adjoint de f. L’endomorphisme u est symétrique
,en) de E de vecteurs propres de u.

orthonormée (eq, ...

i)

en) de E telle que la famille (f(e1), .. .

: il existe donc une base

Pour i € {1,...,n}, appelons \; la valeur propre de u associée au vecteur propre e;. Pour (7,7) € {1,... ,n}2 on a
alors :
(fei), fles)) = (f"of(ei) e;)
= (u(ei),e;) = Ai{(ei), €5)
= &N
La base (e, ..., en) convient donc.

Exercice 19

), f(x)> # 0, on a un trindme du second degré en p qui est toujours

,f(en))

Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Démontrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est un

endomorphisme symétrique.



Exercice 20 (CCP) n
Si P € R,[X], on pose ®(P) = Z <

1.
2.

/OltkP(t) dt) X"

Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X]. Déterminer ker ®.

k=0

Ecrire la matrice M de ® dans la base canonique de R, [X]. Justifier que M est diagonalisable.

1/ .n 2
Soit U = Y(uo, - -, un) € Mp+1,1(R). Montrer que UMU = / (Z uktk> dt. En déduire que toutes les valeurs propres
0 \k=0

de M sont strictement positives.

Montrer que la plus petite valeur propre de M tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

Exercice 21
Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel non nul.
On se place dans un espace euclidien E de dimension n et on note B = (e1, ez, ..., €,) une base orthonormale de E.

1.

L’adjoint ©* d’un endomorphisme u de F
Dans cette question u désigné un endomorphisme de E. On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme
de E, noté u*, qui & tout vecteur y de E associe le vecteur v*(y) vérifiant :

Vo e B, (u(z),y) = (z,u"(y))

a) Montrer que si u* existe, alors on a, pour tout y de E : u*(y) = > (u(es), y)e.

)
b) En déduire que si u* existe, alors u* est unique.

¢) Vérifier que lapplication u* définie par I'égalité établie & la question la est effectivement un endomorphisme de E.
d) Conclure que cette application est solution du probléeme posé, c’est-a-dire que c’est 'unique endomorphisme de F,
appelé adjoint de u, vérifiant :

V(z,y) € B*, (u(@),y) = (z,u" (1))

. Endomorphismes normaux

Soit v un endomorphisme de E. On dit que u est un endomorphisme normal quand on a 1’égalité :
* *
uou =u ou
a) Soit f un endomorphisme symétrique de E. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.
Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal.

b) Montrer que : Vz € E, |[u(z)|| = |[u*(z)]| et en déduire que Ker(u) = Ker(u*).

¢) Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F1 est stable par u*.

d) On suppose que u posséde une valeur propre A et on note Ey le sous espace propre associé. Montrer que E est stable
par u* et en déduire que Ey est stable par u.

1. a) Supposons que u* existe. Soit y dans E. On a, puisque B est une base orthonormée de E :

n n

u'(y) =Y (W (y)e)ei =Y (y,ule)) e,

=1 =1
ce qui donne le résultat souhaité par symétrie du produit scalaire :

n

() = 3 (uler), y)e:

i=1

b) Supposons que u* existe. D’apres la question précédente, pour tout j € {1,...,n} on a :

n

u'(eg) =) (ules), &) es.

i=1

La matrice de u* dans la base B est donc B = [ (u(e;), €;) | ce qui prouve 'unicité de u*. On peut

1<i,j<n
noter que B = *A ot A est la matrice de u dans B.

¢) Posons pour tout y dans E :

u(y) = > (ule:), yes

i=1
Pour tout y dans E, u*(y) est bien un élément de F et par linéarité du second argument du produit
scalaire, u* est bien linéaire (I’écrire pour le correcteur EDHEC).



d) L’application u* définie & la question précédente est bien un endomorphisme de E comme on vient de le
voir. En reprenant les notations introduites dans la question 1b, sa matrice dans B n’est autre que ‘A ot
A est la matrice de u dans B.

Prenons maintenant x et y dans E et notons X et Y les colonnes respectives de x et y dans B. L’expression
du produit scalaire dans une base orthonormée donne :

(u(z),y) = Y (AX) = (YAX) = 'X('AY) = (z,u"(y)) -
€R

Enfin on a démontré I'unicité de u* a la question précédente (1b).
2. a) e Par unicité de f*, comme f est symétrique f = f*.

b) e Soit z € E. On a alors :
[u(@)I? = (u(a), u(@)) = (2,1 ou(@)) = (,u o u* () = (u*(z),u* (2)) = |u* @)
Ainsi : Ju(@)] = Ju* (2)].
e Soit x dans F. On a les équivalences :

x € keru u(x) =0
lu(z)| =0
Ju”(z)] =0
u(z) =0

x € keru*

to o

11 en résulte que keru = keru*.

¢) Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de F stable par u.
Soit u € F+. On veut montrer que u*(z) € F*.
Pour tout y dans F', comme u(y) € F, on a :

0= (u(y),y) = (y,u"(z)).
Il en résulte que u*(z) € F*.
Conclusion. F* est u*-stable.
d) Soit & € Ex. On a donc u(z) = Az. On a ainsi :
u(u*(z)) — Au(z) = u*ou(x)—Iu(z) =u (Az)\u*(x) =0

Ainsi u(u*(x)) = Au*(x) donc u*(z) € E\x.
Il en résulte que F) est stable par u*.

Exercice 22

Soit A € S;FT(IR).
1. Démontrer qu'il existe une matrice B € S;7 ¥ (IR) telle que B = A.
2. Soient B et C dans S+ (IR) telles que B> = C? = A.

a) Justifier existence de deux matrices P et Q inversibles et de deux matrices diagonales D et A telles que :
A= PD?*'P = QA*Q.

b) En déduire Vexistence d’une matrice inversible R telle que RD* = A%R.

Etablir Pégalité : RD = AR. On pourra comparer les coefficients de ligne i et de colonne j (1 <1i,j < n) de ces deux
matrices.

¢) Conclure qu'il existe une unique racine carrée de A dans S;*(IR), que 'on notera v/A.
3. Une application : la décomposition polaire dans G L, (IR)
Soit M € GL,(IR).
a. Montrer que ‘MM € ST (IR).
En déduire qu’il existe une matrice symétriques S;' " (IR) telle que ‘MM = S2.
b. Démontrer qu'’il existe un unique couple (O, S) avec O € O,(IR) et S € S/t (IR) tel que M = OS.



1.

2.

3.

La matrice A est symétrique réelle : elle est orthogonalement diagonalisable. Il existe ainsi D matrice diagonale
et P dans O, (IR) telle que :
A= PD'P.
A1 0
Ecrivons D = . Comme A € SDP,(IR) chaque \;, pour ¢ € {1,...,n} est strictement

0 An
positifs. Posons alors :

VA1 0
A=
0 VAn
La matrice B = PA'P est clairement symétrique (‘B = B...), & valeur propres strictement positives, et vérifie
(puisque ‘P = P™1) :
B® ='PA’P ='PDP = A.

Conclusion. ’ A admet une racine carrée dans SDP,(IR) ‘

a. La matrice B est symétrique réelle : elle est orthogonalement diagonalisable. Il existe donc D ma-
trice diagonale et P matrice orthogonale (en particulier inversible) telles que B = PD'P. On a alors
A=DB?=PD*P

De méme il existe A matrice diagonale et Q € O, (IR) telles que A = QA?*'Q.
b. e Avec les notations de la question précédente, on a PD?'P = QA?Q donc :
‘P(PD*'P)P = "P(QA*Q)P

ce qui donne D? ='RA%R ot R = QP est inversible d’inverse ‘PQ.
Conclusion. | Il existe R € O, (IR) (donc inversible) telle que RD* = A®R |,

e On écrit R = [ri;] et D = [di;], A = [0i;], RD = [ ;] et AR = [:,]. Pour tout (4,5) € {1,...,n}*
on a (puisque D et A sont diagonales) :

n
Qig =Y Tikdng = rigdi; et Bij=rigdi

k=1
Comme RD? = A®R un calcul similaire donne, pour tout (i,5) € {1,..., n}2, ri,jd?-,j = n,j(ﬁ’i, d’ou :
rig(dy; —60:) =0 ie. rij(djg —6i0)(dj; +6iq) = 0.

Or pour tout ¢ dans {1,...,n} d;; et d;; sont respectivement des valeurs propres de B et C donc
sont strictement positifs. Il en résulte que, pour tout (,5) € {1,...,n}>, on a d;; + &: > 0 et ainsi

r3,5(dj; — di,5) = 0 ce qui démontre que :
RD = AR|.

c. Avec les notations précédentes on a 'QPD = A'QP ce qui améne, en multipliant & gauche par @ et &
droite par ‘P, PD'P = QA'Q i.e. B =C.

Conclusion. On vient de démontrer que si B et C' sont deux racines carrées de A dans SDP,(IR) alors
B = (. Cela signifie que A admet une unique racine carrée dans SDP,(IR) et on peut alors noter VA
cette matrice.

Une application : la décomposition polaire dans GL.,(IR)

a. « On a '{(*MM) = ‘M{*M) = *MM donc ‘M MO est symétrique. Puis soit X non nul dans M, ;(IR). On
a:
X'MMX = (MX)MX = |MX|*> >0

et [MX| = 0siet seulement si M X = 0i.e. X = 0 puisque M est inversible. Il en résulte que "X M X > 0.
Les deux points précédents permettent d’affirmer, selon la question III-B-1, que ‘"M M € SDP,(IR).
e Tl existe donc une unique matrice S € SDP,(IR) telle que S* = ‘MM selon la question ITI-B-3c.

b. Analyse. Supposons qu'il existe un couple (O, S) avec O € O,(IR) et S € SDP,(IR) tel que M = OS.

On a alors :
‘MM =%08)0S = 'S'00S = 5*



donc S = VIMM et O = MS™! ce qui prouve 'unicité d’un tel couple.

Synthése. Posons S = VMM et O = MS™'. On a bien S € SDP,(IR) et M = OS. Vérifions que

O € O,(IR). On a:

00 =" (MS YMS™ =4S )Y MMS Tt = (')t s*s T =1,
N——
=s5-1

donc O est inversible avec O™ = ‘O i.e. O € O,(IR).

Conclusion. Il existe un unique couple (O, S) avec O € O,(IR) et S € SDP,(IR) tel que M = OS.

Exercice 23
Soit A € Sn(IR).

1. Démontrer que A € S;f (IR) si et seulement si il existe M € M, (IR) telle que A = ‘M M.
2. Démontrer que A € S;F1(IR) si et seulement si il existe M € M,,(IR) inversible telle que A = "M M.

1. e On suppose qu’il existe M € M, (IR) telle que A = ‘M M. Pour tout X € M, 1(IR) on a alors :
XAX = 'X'MMX = (MX)MX = [MX|? >0,
ott || |, est la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique de M, (IR). Ainsi A € S;f (IR).
e On suppose que A € S;(IR). Tl existe alors (4 redémontrer) M € S (IR) telle que A = M? = "M M.

2. o On suppose qu’il existe M € M,,(IR) inversible telle que A = ‘M M. Pour tout X € M, 1(IR), non nul, on
a alors :
NAX ="X'MMX = (MX)MX = |MX|? >0,
ott | |, est la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique de M, (IR). Ainsi 4 € S;/ (IR).
Si de plus [MX|?> = 0 alors MX = 0 et comme M est inversible, X = 0.

Conclusion. Pour tout X € M,, 1(IR), non nul, on a ‘X AX > 0 donc A € S} (IR).

e On suppose que A € S;(IR). Il existe alors (& redémontrer) M € S T(IR) C GL,(IR) telle que A = M? =
MM,

Exercice 24
Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de E. On note Amqq la valeur propre de f de plus grande
valeur absolue. Démontrer que :

Iknmz|:1nax{'i%§%;g

|er\{o}}:max{M\meE\{o}}.

Iz

Noter qu’il y a plusieurs choses a démontrer :
y
(f(z),x)
2
. Jel™ 1 .
borne supérieure dans IR qui est en fait un maximum ;
— que ces deux maximums sont égaux a |A|.

— que les ensembles & = {‘

x € = "f(I)" xT aamettent une
| GE\{O}} t & {"x" | GE\{O}} dmettent

e Comme f est autoadjoint, d’apres le théoréme spectral, il existe une base 8 = (e1, ..., en) de E formée de vecteurs
propres de f associés respectivement aux valeurs propres A1, ..., \,.

n
Soit x € E. On écrit z = inei ou (e1,...,en). On a alors :
i—1

G@)a) ==Y Aa?
B Ty

=
=
8
O
)
I

n

[(f(@),2) <D Ila? <A af = A |a)?
Dela: o=t i=1
If@)° <D0 A2a? < AP )

i=1
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11 en résulte que les ensembles & = {‘% |z € E\ {0}} et & = { ”];'SEH) | |z € E\ {O}} sont des parties
T
non vides de IR (en supposant dim E > 1) majorée par |A| : ils admettent une borne supérieure dans IR avec

sup &1 < |A| et sup &2 < | Al

e Soit zp un vecteur propre associé & A (en particulier 2o est non nul). On a alors :

(f(@0), o) = Azo]?,

[(f (o), w)|
lzol?

De la A =sup & = max &;.

et ainsi || =

On a encore |f(zo)|> = A? |x0]?, donc |\| = |/ (o)l et ainsi A = sup &2 = max &s.

lzol

Exercice 25 (Egalités de Courant-Fischer.)

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1, G(p) lensemble des sous-espaces de dimension p de E pour
p € {1...n}. Soit u dans L(FE), symétrique, de valeurs propres A1 > A2 > ... > A,. Pour F sous-espace vectoriel de FE, on

désigne par Sr 1’ensemble des vecteur de F' de norme 1. On souhaite démontrer que pour tout k € {1,...,n} on a :
A = su inf (u(x),z) | = inf sup (u(z),z) ).
o= (it o)) =, int, (sup (o))
Soit 8 = (e1,...,en) une base orthonormée de E telle que pour ¢ € {1,...,n}, e; est un vecteur propre de u associé a A;.

1. Justifier de 'existence de f.
2. Soit k € {1,...,n}. On pose F} = vect(es,...,ex).

a) Démontrer que pour tout z dans Fi de norme 1 on a : (u(z),x) > Ag.

b) En déduire que A\, < sup < inf (u(m),x))
Feg(k) \%€SF

3. Soit k € {1,...,n}. On pose Gk = vect(eg,...,en).

a) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k. Justifier que dim(F N Gy) > 1.

b) En déduire que Ay > sup ( inf (u(x),x))

Feg(k) \ZESF
4. Démontrer que pour tout k € {1,...,n}ona: \y = inf ( sup <u(w),m>)
FegG(n—k+1) zESE
5. Soit k € {1,...,n}. Démontrer que lapplication v +— Ap(v) (k-ieme valeur propre de v dans l'ordre décroissant) est

continue de I’espace des endomorphismes symétriques S(F) de E dans IR.

1. C’est le théoréeme spectral, puisque u est un endomorphisme symétrique.

k
2. a) Soit € F de norme 1 on écrit x = inei et on a alors :
i=1
k n k n
(u(@),z) = D> wa;(ules),e5) = > > Niwia; (e, e5)
i=1 j=1 i=1 j=1
k n ) k
S 3) S SE
i=1 j=1 i=1

WV

k
e Yt =i Jz]* = M
=1

b) Il en résulte que rngn (u(x), z) = Ak. On peut alors dire que :
TE Fy,

sup (inf (u(w),m)) > Ak

FeGy, zeS

3. a) G est de dimension n — k + 1 et F' est de dimension k. Or on a :
n > dim(F N Gy) = dim F 4+ dim G, — dim(F N Gg)
et ainsi : dim(FNGy) 2 k+n—k+1—-—n=1.
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b) Pour tout x dans G on obtient par un calcul identique au précédent :
(u(@), z) < M 2]
Comme FNG # {0}, on dispose donc d’un vecteur zo de norme 1 dans FNG. Pour ce vecteur on a donc
(u(wo), zo) < Ak,

par un calcul identique & celui de la question 2a. Il vient alors mgn (u(z), z) < Ag.
TESE

Cette derniere inégalité étant valable pour tout F' € G on a donc

sup (min (u(x),w)) <

FegGy, z€SE
4. On procede de la méme maniere. . .

5. (5/2) Soient u et v dans S(E). Fixons F € G,. Pour tout z € Sr on a :

[(u(z),z) = (v(@),2)| = [(u(z) = v(z),2)| <[(u—=v)@)]]2]

< lu =l
Ainsi il vient, pour tout = dans Sp :
(u(z), ) < lu—vf + (v(z),2).

Ainsi min (u(y),y) < |lu —v| + (v(x),z) d’ou :
yeESFE

Jin (u(y),y) — Jlu — vl < (v(2), 2),

done. min (u(y), )~ — vl < min {o(y),) < Au(v), ce qui amene
Ak (u) < flu = vl + Ax(v).
De la méme maniére \x(v) < lu — v|| + Ax(u) et il vient :
Ak (u) = Ae(0)] < flu— o] -

L’application considérée est lipschitzienne donc continue.
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