PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n°® 13. Algebre bilinéaire

Exercice 1
Soit F' = {(az,y, zZt)ERY [z +y+z+t= O}. Justifier que F est un sous-espace de IR* et déterminer le projeté orthogonal
de w=(1,1,1,—1) sur F.

Exercice 2
Soient E = IR3[X] et :

P = X-1)(X-2)(X-4)

P, =(X-1)(X-=-3)(X-4)

Py =(X-2)(X-3)(X—-4)
On pose H = vect(Py, P2, Ps).

1. Justifier que H est un hyperplan de E et trouver ¢ forme linéaire sur F telle que H = ker ¢. Cette forme linéaire ¢
est-elle unique ?

4
2. On considere le produit scalaire sur E défini par : (P, Q) = ZP(k)Q(k) Soit P € E. Trouver le projeté orthogonal de
k=1

P sur H.
Exercice 3 "
On pose E = IR,,[X]. On considére I’application de E? dans E définie par : (- | -) : (P,Q) + 3. pigi o1 on a écrit : P(X) =
n . =0
1. Montrer que c’est un produit scalaire sur F.
2. Soit F' = {P € E|P(1) = 0}. Déterminer dist(1, F').
Exercice 4 (Matrices de Gram)
Soient (E, (, )) un espace pré-hilbertien réel et § = (ai,...,an) une famille dans E. On considére la matrice Go = [(ai, a;)] €
M, (IR).
1. Démontrer que Gy est inversible si et seulement si 0 est une famille libre.
2. On suppose que la famille 6 est libre et on pose F = vect(f). Soit z € E. On note ¢’ la famille (a1, ..., a,,z). Démontrer
que :
det Gy
d(z,F) = .
@ F) =\ et Gy
Exercice 5

Soit E = R,[X] (n > 1).
E* — R
1. Démontrer que (P,Q) — (P|Q)= zn: P(k)Q(k) est un produit scalaire sur F.
k=0

2. On considere 8 = (Lo,...,Ly) olt L; est interpolateur de LAGRANGE élémentaire tel que L;(j) = &7 pour (4,5) €
{0,..., n}Q. Démontrer que S est une base orthonormée de E.

3. Si P est dans FE, donner les composantes de P dans (5.

Exercice 6
Soit E = C([0, 27, R).

27
1. Montrer que (f,g) — (f,g) = / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E.
0

2. Pour k dans {0,...,n} et x réel on pose : fi(zx) =coskz et gi(z)=sinkz.
On pose encore F' = vect(fi)rem= et G = vect(gr)kemw+. Démontrer que F' et G sont des sous-espaces orthogonaux de E.

3. On note A la partie de E formée des fonctions positives. Déterminer AL.



Exercice 7
Soient (E,{, )) un espace euclidien et S = {x € E | |z| = 1}. On considere la propriété P suivante : « Pour tout (z,y) € S>
avecx #Zyett €0, 1{onatc+ (1 —t)y ¢ S».

1. Tllustrer graphiquement la propriété P dans le cas ott E = IR? muni du produit scalaire canonique.

2. Démontrer que P est vraie dans le cas général.

Exercice 8 (Le théoréme de représentation de Riesz)
Soit (E, ( , )) un espace euclidien. Pour a € E on considére l'application f, : E — IR définie, pour = dans FE, par f.(z) = {(a,x).

1. Justifier que f, est linéaire et donner son noyau.
E — L(E,R)

est un isomorphisme.
a +— fa

2. Démontrer que 'application f = (
3. En déduire que pour tout ¢ € L(E,IR) il existe un unique a € E tel que :

(Vz € E) (¢(z) = (a, z)).
Ce dernier résultat est le théoréme de représentation de Riesz : toute forme linéaire sur un espace euclidien « est
représentée par un unique élément a de E a l'aide du produit scalaire ».

4. Une application : le dual de M, (IR). Dans cette question F est l'espace M, (R). Démontrer que si ¢ est une forme
linéaire sur M,, (IR) alors il existe une unique matrice A € M,,(IR) telle que :

(VM € E) (p(M) = tr(AM)).

Exercice 9 n

Soit E un espace pré-hilbertien réel. Soit 8 = (e1, ..., e,) une famille libre de E telle que pour tout « dans E : ||z|* = Z (z,e:)”.
i=1

Montrer que 3 est une base orthonormale de E.

Exercice 10
Soient F un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer I’équivalence des propriétés suivantes.

(i) p est un projecteur orthogonal ;

(ii) Pour tout = dans F on a : ||p(z)| < ||z

Exercice 11
Soit n € IN*. On considere E = M,,(IR) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. On pose : V(4, B) € E?, (A, B) =
tr(*AB) ol tr désigne la trace et ‘A désigne la transposée de la matrice A.

1. Prouver que ( , ) est est un produit scalaire sur E.

2. On note Sy, (IR) 'ensemble des matrices symétriques de E. Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A = —A.
On note A, (IR) ’ensemble des matrices antisymétriques de E.

a) Démontrer que S,(IR) et A, (IR) sont des sous-espaces vectoriels de E

b) Prouver que E = S,(IR) & A, (IR).

¢) Prouver que A,(IR)* = S,(IR).

d) Soit A € E. Déterminer en fonction des coefficients de A la distance dist(A4, S, (IR)).

3. Soit F ’ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F*.

Exercice 12 n n
Soit © = [w;;] dans O, (IR). Borner de maniere optimale Z Z(.thj.

i=1 j=1

Exercice 13
Dans IR™ muni du produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la réflexion par rapport &

F={(z1,...,z) eR" |z1 +z2+ -+ 2, =0}.

Exercice 14
Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique défini positif de E. Démontrer que pour tout =z,

y dans F on a :
(@, y)|* < (=, f(@)) (g, £ (W) -



Exercice 15
Que dire de A € S, (R) telle que A*> —24% +34 =07

Exercice 16
Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique défini positif de E. Démontrer que pour tout =z,
y dans F on a :

[, 9)* < (x, f(2)) (y, [ () -

Exercice 17
Soit E un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme symétrique positif de E.

1. Pour A réel et € E, calculer (f(xz + Af(z)),z + Af(x)).
2. En déduire que pour tout z dans E on a : || f(z)||* < (f(z),z) (f*(z), f(z)).

Exercice 18
Soit E un espace vectoriel euclidien, f € L(E). Montrer qu’il existe une base (e1, ..., en) de E telle que la famille (f(e1), ..., f(en))
soit orthogonale.

Exercice 19
Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Démontrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est un
endomorphisme symétrique.

Exercice 20 (CCP) n 1
Si P € R,[X], on pose ®(P) =) (/ " P(t) dt) X"
0

k=0
1. Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X]. Déterminer ker ®.

2. Ecrire la matrice M de ® dans la base canonique de R, [X]. Justifier que M est diagonalisable.

2
1 n
3. Soit U = {uo, ..., un) € Mpi1,1(R). Montrer que UMU = / (Z uktk> dt. En déduire que toutes les valeurs propres
0 \k=o0
de M sont strictement positives.

4. Montrer que la plus petite valeur propre de M tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

Exercice 21
Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel non nul.
On se place dans un espace euclidien E de dimension n et on note B = (e1, ez, ..., e,) une base orthonormale de E.

1. L’adjoint ©* d’un endomorphisme u de F
Dans cette question u désigné un endomorphisme de E. On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme
de E, noté u*, qui & tout vecteur y de E associe le vecteur v*(y) vérifiant :

Ve e E, (u(z),y) = (z,u"(y))

a) Montrer que si u* existe, alors on a, pour tout y de E : w*(y) = > (u(eq), y)es.

¢) Vérifier que I’application u* définie par 1’égalité établie & la question la est effectivement un endomorphisme de E.

)
b) En déduire que si u* existe, alors u* est unique.
)
d)

Conclure que cette application est solution du probléme posé, c’est-a-dire que c’est I'unique endomorphisme de E,
appelé adjoint de u, vérifiant :
2
V(z,y) € E°, (u(z),y) = (z,u"(y))

2. Endomorphismes normaux
Soit w un endomorphisme de E. On dit que u est un endomorphisme normal quand on a l’égalité :

* *
uou =u ou
a) Soit f un endomorphisme symétrique de E. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.
Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal.

b) Montrer que : Va € E, ||u(z)| = ||u*(z)]|| et en déduire que Ker(u) = Ker(u*).

¢) Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F1 est stable par u*.

d) On suppose que u posséde une valeur propre A et on note Ey le sous espace propre associé. Montrer que E est stable
par u* et en déduire que Ey est stable par u.



Exercice 22

Soit A € S+ (IR).
1. Démontrer qu'il existe une matrice B € St (IR) telle que B = A.
2. Soient B et C' dans S;7T(IR) telles que B? = C? = A.

a) Justifier Iexistence de deux matrices P et @ inversibles et de deux matrices diagonales D et A telles que :
A= PD*'P =QA*Q.

b) En déduire I’existence d’une matrice inversible R telle que RD? = AR,
Etablir I’égalité : RD = AR. On pourra comparer les coefficients de ligne i et de colonne j (1 <i,j5 < n) de ces deuz
matrices.

¢) Conclure qu'’il existe une unique racine carrée de A dans S;"*(IR), que 'on notera VA,
3. Une application : la décomposition polaire dans GL,(IR)
Soit M € GL,(IR).
a. Montrer que ‘MM € S;F T (IR).
En déduire qu’il existe une matrice symétriques S;F *(IR) telle que ‘MM = S2.
b. Démontrer qu'’il existe un unique couple (O, S) avec O € O,(IR) et S € S;/T(IR) tel que M = OS.

Exercice 23
Soit A € Sp(IR).

1. Démontrer que A € S;f (IR) si et seulement si il existe M € M,,(IR) telle que A = ‘M M.
2. Démontrer que A € S;fT(IR) si et seulement si il existe M € M, (IR) inversible telle que A = "M M.

Exercice 24
Soient ¥ un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de E. On note Apmaq. la valeur propre de f de plus grande
valeur absolue. Démontrer que :

Mrmac] :max{'%

|x€E\{O}}:max{M\IEE\{O}}.

]

Exercice 25 (Egalités de Courant-Fischer.)
Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1, G(p) lensemble des sous-espaces de dimension p de F pour
p € {1...n}. Soit u dans L(FE), symétrique, de valeurs propres A1 > A2 > ... > \,. Pour F sous-espace vectoriel de E, on

désigne par Sr l’ensemble des vecteur de F' de norme 1. On souhaite démontrer que pour tout k& € {1,...,n} on a:
A = sup (inf ux,x)z inf (sup ux,m).
Feg(k) \TESF ( ( ) > Feg(n—k+1) \zeSp < ( ) >
Soit B = (e, ..., en) une base orthonormée de E telle que pour 7 € {1,...,n}, e; est un vecteur propre de u associé & A;.

1. Justifier de lexistence de f.
2. Soit k € {1,...,n}. On pose Fj = vect(es,...,ex).

a) Démontrer que pour tout z dans Fi de norme 1 on a : (u(z),x) > Ax.

b) En déduire que Ay < sup ( inf (u(x),x))
Feg(k) \ZESF

3. Soit k € {1,...,n}. On pose Gi = vect(ek,...,en).

a) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k. Justifier que dim(F N Gy) > 1.

b) En déduire que A\ > sup ( inf (u(x),x))

Feg(k) \ZESF
4. Démontrer que pour tout k € {1,...,n}ona: Ay = inf ( sup (u(m),m))
FeG(n—k+1) \zeSp
5. Soit k € {1,...,n}. Démontrer que Papplication v — Ax(v) (k-itme valeur propre de v dans l'ordre décroissant) est

continue de l’espace des endomorphismes symétriques S(E) de E dans IR.



