PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n° 11. Séries entieres. Quelques corrections

Exercice 1
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes.

n)?
1. Z EQn))!Z .
2. Zn(_l)nz".
3. Zcos(n) 2",

4. anz" ou k € IN.
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Exercice 2
1. Soit (an)new une suite bornée telle que la série Z an diverge. Quel est le rayon de convergence de la série

entiere Z anz" 7 Justifier.

n 1
2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z(\/ﬁ)(*l) In (1 + \/ﬁ> 27

n>1

Exercice 3

a
Soit (a,) une suite dans IR telle que a, > 0 pour tout n € IN et —+= s 3.
ap  +oo
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z anz".
Exercice 4 a
Soit (a,) une suite de nombres complexes non nuls telle que la suite ( —ntl ) admette une limite.
an
1. Démontrer que les séries entieres Z anpx™ et Z(n + 1)a,+12™ ont méme rayon de convergence.
—+o0
2. Démontrer que la fonction f : x +— Z a,x"™ est de classe C! sur | — R, R].
n=0

Exercice 5
Soit f une fonction continue sur D ott D = D(0,1) C C. On suppose que les a,, sont des réels positifs et que pour

+oo
tout z € D, f(z) = Z anz".
n=0

Montrer que la série g a, converge de somme f(1).
n=0



n —+o0
e Soit n € IN. Pour tout z € [0,1] on a Zakxk < Zakxk = f(x).

k=0 k=0
On fait tendre x vers 1 dans les deux membres de cette inégalité pour obtenir, par continuité de la
fonction f sur [0,1] :

Zak < f(l)

k=0

n

Ceci étant valable pour tout n € IN, les sommes partielles de la série a termes positifs Zak sont
+oo

majorées par f(1) : cette série est convergente et on a : Zak < f(1).
k=0
+00 +00 Too
e Pour tout x € [0,1[, on a : f(x) = Zakxk < Zak. Ainsi (z — 1) donne : f(1) < Zak.
k=0 k=0 k=0

Exercice 6
La fonction arcsin est-elle développable en série entiere au voisinage de 07

Exercice 7
Trouver par deux méthodes la solution de I'’équation différentielle (E) 3’ = 22 + y telle que £(0) = 0

Exercice 8 -
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere g n)! et trouver sa fonction somme.
n)!
xn
e Pour z non nul on pose u, = W # 0. On a alors :
n)!
unsa| _ ||

= 0.
[tn] 2n+1)(2n+2) o

n

T
2n)! est R =400 :

Ainsi la série g uy est absolument convergente et le rayon de la série entiere g

notons f sa somme.

foo )27
e Sixz>0alors f(z) = Z (E/Z;))' =ch/z.
n=0 :

+oo —r 2n
e Siz<0alorsona f(z) = Z(l)”m = cos v/ .
n=0 ’

Exercice 9
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres ?

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
frx—=In(l+ )+ In(l — 2x).

1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 1 Tx= —3 ?Tx= 3 ?.

1. Soient g a, 2" une série entiere de rayon de convergence R, et E b, 2" une série entiere de rayon

de convergence Ry. Alors la série entiere Z(anern)z” a un rayon de convergence R > min(R,, Rp)
avec égalité des que R, # Ryp.



2. On a:

too s
eln(l+z) = Z(fl)kk —1 pow |z| < 1.
k=0

too k+1
2 1
eln(l—2z)=— E % pour |z| < 3
k=0

1 _
Ainsi pour tout z tel que |z <3 , il vient : f(x) = —a".

1
D’apres la premiere question le rayon de convergence est R = ok

1 .
Pour x = T la série obtenue est absolument convergente donc convergente car

1
—| < R.
i
1 - - —1)k-t — 2k . , L.
Pour z = 5 la série numérique Z ————— " est divergente comme somme d’une série
E>1
convergente (celle issue de In(1 + z)) et d’une série divergente (celle issue de In(1 — 2z)). Pour

1 ) ) _1)k—1 _ 2k )
Tr = —5 la série numerique E 71]]6 est Convergente comme somme de deux séries

k>1 k
convergente (celle issue de In(1 + z) et une série alternée.)

Exercice 10
Développer en série entiere au voisinage de 0 les fonctions suivantes.
1. f:o=In(l+z+2?)
1
1+ 2+ 22 + a3 + a2t

2. g:x—

3

1. Porz #lona:l+az+a? = 1 . Ainsi pour z €] —1, 1] il vient, comme In(1 —z) Z—
—x
et que ’x?" <1:
In(14+z+2?) = In(l—2®) — ln(l — )
too 3

= _Z Zi

noos %—% si n multiple de 3
= Zanx ot ap =41 .
—~ o sinon
2. Pourz €] —1,1[onal+z+z?+2°+at= —— donc :
1 I 5k 5k 5k+1
l+ao+a2+ad+at — 1—ab 1—x2x Zw Zm
too 1 sik=0[5]
= Zakxk o ap=<¢—-1 sik=1]Ij
k=1 0  sinon

Exercice 11
On considere Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence infini de fonction somme f.
n=0
2

1. Démontrer que pour tout r >0 et n € INon a : f(reie)e_i"‘g df = 27wa,r"
0



2. On suppose que, pour un certain k € IN, il existe des réels strictement positifs ay et S tels que :
k
(V2 € C)(If(2)] < aw|2]" + B
Que dire de f7

1. Soit n € IN. On a :

2m 27 +00 271 +00
f(rew)e—me do = / Zaprpei;we—ine do = / Z apT;Dei(p—n)Q 46

0 VR —

p=0

Mais pour tout p € IN et tout 6 dans [0,27] on a : |a,rPe’®=™0| < |a,|rP.

Comme la série E |ap| P converge puisque r < R, la série de fonction E apr? P9 converge
p=0 p=20

normalement donc uniformément en 6 sur [0, 27]. On peut alors intervertir les symboles / et Z

Il vient :
27 ) ) +oo 27 )
/ f(rew)e—zne de = Zap,rp (/ el(]’—n) d9>
0 =0 0
=27éy
= 2ma,r"
27
2. D’apres la question précédente on a, pour tout r € R™ et n € IN, ona: a,r™ = o f(reie)e*”ﬁdg_
T Jo
Fixons provisoirement n € IN et r € IR. On a alors :
27 27
n 6 1 k k
|| 7 <§ | f(re )|d9<% apr® + By df = agr® + By
0 0

Cette derniere inégalité est valable pour tout n € IN et 7 € IRT. Sin > k on a donc, pour tout
r>0:

|an| < Oszk_n + Ber™ " — 0.
r—+00

Ainsi a,, = 0 pour tout n > k : f est une fonction polynome.

Exercice 12
Soit E a, 2" une série entiere de rayon de convergence R = 1, et f sa fonction somme.

27 +oo
1. Démontrer que pour tout r €]0,1[ on a : / |f(7"ei9)|2 df =27 Z |an|? 72"
0 n=0

P . , - 2
2. En déduire que si f est bornée alors la série E |an|” est convergente.

Exercice 13
Soit Zanz" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et f sa fonction somme. Pour r €]0, R[ et Z

I(r) 1 /27r re? f(re) a6
0

o red — 7

complexe tel que |Z] < r on pose :

Démontrer que f(Z) = I(r).

Exercice 14 a
On considére une série entiere Z —T'Lz”, une série entiere de rayon de convergence infini de fonction somme f,
n!
n=0
telle que f(0) = 1. On suppose que a,, € {—1,1}, pour tout n € IN*, et |f(p) (:r)’ < 1 pour tout p € N et z > 0.
Déterminer f.



e Supposons un instant qu’il existe p € IN tel que a, = ap1. La fonction f est C*° et on a, pour z > 0

réel :
+oo —+o0

Ay an —
f(p)(:C):Z nTpmn:aP+ap+1x+mz nJ'rpmn 1

n=0 ’ n=2

=e(a)

Comme lime(z) = 0, il existe A > 0 réel tel que pour tout x € [0, A] on ait : |e(z)| <

z—0

| =

Soit = €]0, A]. On a alors —g < ze(x) < g Envisageons deux cas.

e Cas 1. On suppose a, = ap41 = 1. 1l vient alors :

x
1+ < fP ) <1+ =
to S <1+
Ainsi |f®)(z)| > 1, ce qui est absurde.
e Cas 2. On suppose a, = apy1 = —1. Il vient alors :

3x
—1-=2« (p) <-1-=.
@ <1

8

On retrouve la stupidité | f®(z)| > 1.

e Selon ce qui préceéde, pour tout n € IN, on a a, 41 = —a,. Comme ag = 1 (puisque f(0) = 1) on peut
donc dire que f(z) = e~ * pour tout z € C. O

Exercice 15

Soient D le disque unité ouvert dans C et f : D — C, continue, telle que f(z Zan pour z dans D.

On suppose que 3 lim na, = 0 . Montrer que la série Z a, converge de somme f ( ) (c est une théoreme de
n

—+00
n>=0

TAUBER).
“+o00 N

. . . 1
Aide : on pourra considérer les suites zny =1 — N et vy = E AnThN — E Q-
n=0 n=0

N
1 o
oPourN22onpose:3:N:1—NetvN:Zanx%—Zan.

Par continuité de f on a f(xy) — f(1) i.e. lim Z AnXR = . On veut donc montrer que :
+oo N—o00

d lim vy =0.
N—+o00

e Pour N >2ona:

UN = g anTh — E an(1—2%).

n=N+1
Mais on a :
+ +
= n = m’xf
E anThn| = E na,,
n
n=N-+1 n=N-+1
+oo n
AN
< UN E n ouuN:sup|nan|+—oo>0
n=N+1 n>N
BN = UN 1
n
—_— T < — X
SN Z NS N T 1-ay
n=N+1
< UN



Puissil<n<Nona:1l—a=(1—-ay)1+azy+---+2% ") <n(l —zx) < — donc il vient :

=|=

N
> an(l—a})

n=0

N
1 . Lo £
< i ( g |nan|> s 0 (via le théoreme de Césaro)

n=0

ce qui prouve le résultat souhaité.



