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Feuille d’exercices no 11. Séries entières

Exercice 1
Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes.

1.
∑ (n!)2

(2n)!
zn.

2.
∑

n(−1)nzn.

3.
∑

cos(n) zn.

4.
∑

nkzn où k ∈ IN.

5.
∑ n!

nn
zn.

6.
∑ sinn

n
zn.

Exercice 2
1. Soit (an)n∈IN une suite bornée telle que la série

∑
an diverge. Quel est le rayon de convergence de la série

entière
∑

anz
n ? Justifier.

2. Quel est le rayon de convergence de la série entière
∑
n>1

(
√
n)(−1)n ln

(
1 +

1√
n

)
zn ?

Exercice 3
Soit (an) une suite dans IR telle que an > 0 pour tout n ∈ IN et

an+2

an
−→
+∞

3.

Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

Exercice 4
Soit (an) une suite de nombres complexes non nuls telle que la suite

(∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣) admette une limite.

1. Démontrer que les séries entières
∑

anx
n et

∑
(n+ 1)an+1x

n ont même rayon de convergence.

2. Démontrer que la fonction f : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n est de classe C1 sur ]−R,R[.

Exercice 5
Soit f une fonction continue sur D où D = D(0, 1) ⊂ C. On suppose que les an sont des réels positifs et que pour

tout z ∈ D, f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n.

Montrer que la série
∑
n⩾0

an converge de somme f(1).

Exercice 6
La fonction arcsin est-elle développable en série entière au voisinage de 0 ?

Exercice 7
Trouver par deux méthodes la solution de l’équation différentielle (E) y′ = x2 + y telle que f(0) = 0
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Exercice 8
Déterminer le rayon de convergence de la série entière

∑ xn

(2n)!
et trouver sa fonction somme.

Exercice 9
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entières ?

2. Développer en série entière au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction

f : x 7→ ln(1 + x) + ln(1− 2x).

La série obtenue converge-t-elle pour x =
1

4
? x =

1

2
? x =

1

2
?.

Exercice 10
Développer en série entière au voisinage de 0 les fonctions suivantes.

1. f : x 7→ ln(1 + x+ x2)

2. g : x 7→ 1

1 + x+ x2 + x3 + x4
.

Exercice 11
On considère

∑
n⩾0

anz
n une série entière de rayon de convergence infini de fonction somme f .

1. Démontrer que pour tout r > 0 et n ∈ IN on a :

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθ dθ = 2πanr
n.

2. On suppose que, pour un certain k ∈ IN, il existe des réels strictement positifs αk et βk tels que :

(∀z ∈ C)(|f(z)| ⩽ αk |z|k + βk.

Que dire de f ?

Exercice 12
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R = 1, et f sa fonction somme.

1. Démontrer que pour tout r ∈]0, 1[ on a :

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)∣∣2 dθ = 2π

+∞∑
n=0

|an|2 r2n.

2. En déduire que si f est bornée alors la série
∑

|an|2 est convergente.

Exercice 13
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0, et f sa fonction somme. Pour r ∈]0, R[ et Z

complexe tel que |Z| < r on pose :

I(r) =
1

2π

∫ 2π

0

reiθf(reiθ)

reiθ − Z
dθ

Démontrer que f(Z) = I(r).

Exercice 14
On considère une série entière

∑
n⩾0

an
n!

zn, une série entière de rayon de convergence infini de fonction somme f ,

telle que f(0) = 1. On suppose que an ∈ {−1, 1}, pour tout n ∈ IN∗, et
∣∣f (p)(x)

∣∣ ⩽ 1 pour tout p ∈ IN et x ⩾ 0.
Déterminer f .

Exercice 15
Soient D le disque unité ouvert dans C et f : D → C, continue, telle que f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n pour z dans D.

On suppose que ∃ lim
n→+∞

nan = 0 . Montrer que la série
∑
n⩾0

an converge de somme f(1) (c’est une théorème de

Tauber).

Aide : on pourra considérer les suites xN = 1− 1

N
et vN =

+∞∑
n=0

anx
n
N −

N∑
n=0

an.
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