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Feuille d’exercices n° 8. Séries numériques. Quelques corrections

Exercice 1
Pour n € IN* on considere la fonction f,, : R — IR définie par : f,(z) = 2° + nx — 1.

1. Démontrer que, pour tout n € IN*, il existe un unique réel u,, tel que f,(u,) = 0.

2. Déterminer la limite de la suite (u,) et un équivalent simple de wuy,.

1
3. On pose a,, = — — u,, pour tout n € IN*. Déterminer un équivalent de a,,.
n

1. Soit n € IN*. Une étude de fonction montre que f,, est strictement croissante sur IR avec limf =
— 00
—00 et Em f = 4oo. Par continuité de f,, le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que
o0
léquation f,(x) = 0 admet une solution, qui est unique puisque f,, est strictement monotone.

1 1
2. e Pour tout n € N* on a f,,(1/n) = — >0 et f,(0) = —1 donc : 0 < uy, < —.
n n

1 .
Comme — — 0, par sandwich on peut conclure que u,, — 0.
n +oo +oo
e Pour tout n € IN* on a f,(u,) = 0 donc : nu, =1 —ud o 1.
o0
Ainsi u,, ~ —.
n

1
3. On pose a, = — — u, pour tout n € IN*. Déterminer un équivalent de a,,.
n

5
Lo u 1

Pour tout n € IN* on a f,,(u,) = 0 donc na, = u) et ainsi : a, = —* ~ —-
n n

Exercice 8 1

n
Soit Z Uy, une série a termes strictement positifs telle que pour tout n > 1 on ait : Uy, 1 < ﬁUn ouU, = Z Uk
k=0

Démontrer que la suite (InU,,) converge.

1
Pour tout n > 1 entier on a uy4+1 = Upy1 — Uy 5 ainsi Uy — Uy, < —2Un et il vient :
n

1
Uﬁ+1$;(1%‘n2> Un.

En passant au logarithme (tout est strictement positif) il vient, puisque la suite (u,) est strictement
croissante :

1
0<mnU,y; —InU, <In <1—|—2).
n

1 1
Or In (1 + n2> ~ ﬁ et la série Zun converge, donc la série Z (InUp41 —InU,) converge

n>1 nz1
(par domination). Il en résulte que la suite (InU,,) est convergente.

Exercice 9 n

Pour n > 1 entier on pose : v, = H, —Inn ou H, = Z
k=1

En regardant la série Z’Yn+1 — ¥, démontrer que la suite (v,,) converge.

1
s



Soit n € IN. On a :

1
Tl =M = ST —In(n+1)+1nn
1 n 1 1
= 1 = In{1l———
n+1+nn+1 n+1+n( nJrl)

oo n—1|—1+(_n—1|-1_2(”‘1|‘1)2+0<(n+11)2>)
1 1
oo 2(n+1)2+0<(n+1)2>

. . 1 1
Ainsi : Y41 — Y0 ~ _m ~ _ﬁ'

Comme la série E —3 converge, la série E (Yn+1 — ) converge : ainsi la suite (v,,) est convergente.

Exercice 10 9

Déterminer a et b réels tels que pour tout = > 0 on ait
9

3n+1)3n+4)

a b
Ge+1)(Be+4)  30+1  30+4

, puis étudier la

convergence et la somme de la série E (

n
Par identification, on trouve a = 3 et b = —3. On pose alors S, = Z
k=0

9
Bk + 1)(3k +4)°

n

: 1 1
Il vient alors : .S,, = 3 (kz_()3k+1 _;3k+4>'
Le changement d’indice £ = k + 1 dans la seconde somme donne :

n 1 n+1 1 1
(kZZOSkJrl ;%Jrl) ( 3n+4) +o0
9 = 9
Ainsi la séri d =3
insi la série ; EEESNETEY converge de somme T;O EEESNETEY
Exercice 11 (Séries de Bertrand) 1

Soient o > 0 et 3 # 0 des réels. Pour tout n > 2 entier, on pose u&? = ————.
n®(Inn)?

1. On suppose dans cette question que o = 1. Démontrer que la série Z u}l’ﬁ converge si et seulement si 8 > 1.

2. Démontrer que si a > 1 la série Z uz’ﬁ est convergente et que si a < 1 la série Z uf{’ﬁ diverge.

oy
(In(n? +n))2

e
3. Déterminer la nature de la série E (
n>=2

1 . . .
> — pour n assez grand. Comme la série E — diverge, il en va de méme de
n n

n>1

1. .SI/B<07W

la série E ul?.

1
e Si 8 >0, comme f:t+— ——— est décroissante, positive et continue sur [2, 400[, par compa-

t(Int)s
+o0 1
raison série/intégrale la série E f(n) a méme nature que 'intégrale impropre / —dt.
= 5 t(Int)s

Le changement de variable (C? bijectif, croissant ¢t = e* de ]In 2, +-oo[ sur ]2, +oo[ ) affirme que

uB
converge si et seulement si 8 > 1, on peut conclure. . .

+o0 oo
les intégrales impropres / ——dtet / — du ont méme nature. Comme cette derniere
o  t(nt)s 0



1
2. ¢ Si > 1, il existe v €]1, ] et alors : n" ——— — 0.
n®(lnn)? +oo

1 1
Ainsi ——— = 0(1/n”). Comme la série — converge, il en va de méme de la série u®b.
n®(Inn)f (1/n7) 7; nY & Z "
Sia<1 — 400 et ainsi & tir d’ tai >1
e Sia ,onan ——— oo et ainsi & partir d'un certain rang ——— > —. ..
n®(lnn)? +oo P & n*(lnn)? = n

(o= (14 2)) e

3. On pose v, = (2 4+ )2

On a:

pour n > 2 entier.

<e—(1+i)"> _ e—exp(nln(l—l—l/n))ze—exp<n<i—27112+o(1/n2)>>
_ e—exp<1—21n+o(1/n)>

1
Le DL-1deexpen leste = el +el(u—1)+o()u—1). Avecu = 1-—+o0(1/n),il
u

—1 n—-+oo 2n
vient :
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| —
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—
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o
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S|
~ S

o e 1
Ainsi Up ~ gm

D’apres la question 1, la série E (nn)? converge : il en va de méme de la série E Up -
n
n>=2 n=2

1

Exercice 12 +o00
Soit (uy,) une suite & termes strictement positifs telle que la série Z Uy converge. Pour n entier on pose R,, = Z U
k=n

et L

n=0

1 .
= . Démontrer que p,, — +00 et que la série Z LUy CONVETrge.
vV Rn +oo
+oo
Comme la série Zun converge, R, = Z ur — 0. On a alors, pour tout n € IN :
e

R, Rn

(v =) (1)

RnJrl

Comme (R,,) est une suite décroissante (car chaque uy est positif), on a, pour tout n € IN, 7
mn

Ainsi, pour tout n € IN, 0 < p, R, < 2 (\/Rn — \/Rn+1).

<L

Or la série Z (\/Rn - \/]T—H) converge puisque la suite (v/R,,) converge. Par domination, la série

n>=0

Z un Ry, converge.

n>0

Exercice 13
Soient « et B des réels tels que 0 < 5 < 1 < a. On note pour tout entier n > 1 :

1 1 R, n
R, = § kia’ Sn - E k;iﬁ’ Up = Sn’ Un = (_1) Unp,-
k>n+1 k=1

w



—_

. Trouver un équivalent simple de R,, et de S,, a 'infini.

[\

. Etudier la nature de la série de terme général wu,,.

w

. Etudier la nature de la série de terme général v,.

1
1. e Soit k € IN". La fonction f : x +— — est décroissante, donc pour tout ¢ € [k, k + 1] on a :
x

f(k+1) < f(t) < f(k).

Par croissance de I'intégrale (les bornes sont dans le bon sens!) on a :

k+1 k+1 k+1
/ f(k+1)dt</ f(t)dté/ fk)dt
k k k
N————

f(k+1) =f(k)

Soit n > 2 entier. Comme les séries et intégrales imporpres en jeu convergent, on obtient correc-
tement : Par somme membre & membre de la relation précédente on obtient :

+oo +oo k+1 +oo
S fk+1) < Zjé fa< S fk).

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

=R, —f(n+1) +oo =Rn
[ sww
n

+1

De I : /+Oof(t) dt < Ry < /+Oof(t) dt + f(n+1).

+1 +1
+oo tlfoc +oo 1
Alnsi, avec / ft)dt = { } = —, on obtient :
il L—al, (a=1D(n+ 1)~
1 1 1
<R, < :
(a-D(n+ 1o (@—Dm+ 1o (n+ 1o
R, 1
On a finalement : 1 < <1+ (a—1) , valable pour tout n > 1. Par
1 (n+1)
(a—1)(n+ 1)t
sandwich :
R, 1
I Yo
(a—=1)(n+ 1)1
1 1
A. S R7 [and ~ . l:l
B S T D+ 1o T (a— Dne—t
1-8
e L’autre équivalent se traite de la méme maniere et est plus facile : on obtient S, ~ ﬂ
R, 1- 1
2. D’apres ce qui précede : u,, = 5, ~ _61 nafﬁ'
1
Ainsi les séries Z Uy et Z vz ont méme nature. La série Z uy converge si et seulement si

a—p>1.

3. Comme (R,) décroit et (S,) croit, la suite (u,) est décroissante. Elle converge vers 0 puisque
R, +—> 0 et S, +—> 400. Le critere spécial des séries alternées permet de conclure que la série
o0 (o]

E Uy Cconverge.

Exercice 14
Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.
+1

u
1. On suppose qu’il existe N € IN tel que pour tout n > N on ait : ———
uﬂ, ’Uﬂ,




— Si la série E v, converge alors la série E U, converge.

— Si la série E uy,, diverge alors la série E vy, diverge.

U
2. On suppose que : g s
u

3 - +0(%) (x). Démontrer que :
— Si B > 1 alors la série Zun converge.
— Si B <1 alors la Sériez uy, diverge.

1. Calquer le début de la démonstration du critere de d’Alembert.

1
2. On suppose 8 > 1. Il existe donc v €]1, 8[. On pose v,, = — pour tout n > 1.
nY

Un+1 1 K ¥ 1
On a alors Zn :<1+1> :1—54—0(5).

Upt1  Ung1 _ B—7 1
Upn  Un n +o(x)-
n n

Ainsi, pour tout n > 1 entier il vient :

Untl _ Ungt B
Up, n
certain rang i.e. il existe N 6 IN tel que pour tout n > 1 on ait :

Il en résulte que > 0 donc ces deux suites ont méme signe a partir d’un

Un+1 Un+1
—_— < —_—

Un Un
On utilise alors la question 1 pour conclure, sachant que la série E v, converge.
Exercice 15

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs, croissante, telle que ay, +—> +00. Soit (z,,) une suite dans IR telle
(oo}

n

que la série Z — converge de somme £. On pose pour n entier naturel v, = — Z T
a7l a7l k:O
1. TRANSFORMATION D’ABEL AVEC RESTE.
=Xz agR 1 &
. . ks )
Soit n un entier naturel. On pose R,, = Z —. Démontrer que : v, = — R, —|— — Z(ak —ag—1)Ry.
ag Qp
k=n " =1

2. Etudier la convergence de la suite (vy,).

. o x .
1. Puisque la série Z ~ converge, on a R,, — 0. Puis pour tout n € IN on a :

n=0 n

Tn
2 = R, — Ruy1.

Qn

Fixons n € IN. On a alors :

Uy = 721']@— Zak Rk_Rk+1—1<ZakRk_ZakRk+l>
sy agR - 1 n
= (ZakRkZaz 1R> ; ORn+1+<ZakRkZal 1R>

n \ 21 i=1

aoRo 1 "
= T4 Ry +— kzl( K — ap—1) Ry

n
—0et Ryyq —> 0, on ne s’intéresse qu’a w,, = — Z (ap —ak—1)Ri (n > 1 entier).
an
k=1
Soit € > 0. Il existe N € IN tel que, pour tout n > N, on ait |R,| < e.

aoR
anp

2. Comme




Pour n > N + 1 on a alors (on fait une découpe a la Césaro) :

N n
1 1

lwn| < . E (ar —ag—1)Ri| + — E [(ar — ag—1)Rg|
" k=1 " p=N+1

N
1
Enfin, 3 lim — Z(ak —ag—1)Rr| =0 : 1l existe N; > N entier tel que pour tout n > N7 on

n—+00 Gy, =

ait :
1|
— E (ar —ar—1)Ri| < e

a
k=1

Si n > max(Ny, N), on a alors |w,| < 2e. Ainsi w,, +—> 0 et v, +—> 0.
oo oo

Commentaire. J’ai redémontré Césaro. ..



