PC, Lycée JOFFRE, 2023-2024

Feuille d’exercices n° 8. Séries numériques.

Exercice 1
Pour n € IN* on considére la fonction f,, : IR — IR définie par : f,(z) = 2% + nx — 1.

1. Démontrer que, pour tout n € IN*, il existe un unique réel w,, tel que f,(u,) = 0.

2. Déterminer la limite de la suite (u,) et un équivalent simple de wuy,.

1 . P
3. On pose a, = — — u, pour tout n € IN*. Déterminer un équivalent de a,,.
n

Exercice 2
On pose ug =1 et, pour tout n € IN, u,+1 = uy + u . On pose encore, pour tout n € IN, v, = 27" Inu,.

1. Etudier la suite (u,,).

1

2. Démontrer qu’il existe N € IN tel que pour tout n > N on ait : v,41 < v, + ot

3. Démontrer que la suite (v,,) converge.

Exercice 3 (Le théoréme barycentrique de Césaro)

. . , . u + o _|_ u
Soient (u,) une suite réelle qui converge vers £. On pose, pour tout n € IN, v,, = ST T

Démontrer que v,, — /.
+oo

Exercice 4
Etudier la convergence de la série de terme général u,, dans les cas suivants.

1. u, =1/(n!)2.
2. up =log(l+e ™).
3. u, = exp(—n®) (« réel).
no ol
_ (=)™ +1i)Inn sin + (n>1)
(Vn+3-1)
5. up = m/2 — arctan(nlogn) (n > 2).

= sin(7(2 +V3)").
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Exercice 5 1
Etudier la convergence et somme des séries suivantes : _— et In
: s S )

Exercice 6

2
ZS - - n”+2n—1
Etudier la convergence et la somme de la série de terme général u,, = ———.

n!

Exercice 7

P 1)
Etudier la convergence et la somme de la série de terme général u,, = u

n+1"

Exercice 8 1
Soit Z u, une série a termes strictement positifs telle que pour tout n > 1 on ait : up41 < U, ou U, = Z U
n

Démontrer que la suite (InU,,) converge.



Exercice 9 n g
Pour n > 1 entier on pose : v, = H, —Ilnn ou H, = Z T
k=1
En regardant la série Z’Yn_l,_l — 9, démontrer que la suite (v,) converge.

Exercice 10

Déterminer a et b réels tels que pour tout x > 0 on ait
9

3n+1)3n+4)

a b
(Bx+1)(3z+4) 3x+1 T 3rta

, puis étudier la

convergence et la somme de la série E (

Exercice 11 (Séries de Bertrand) 1

Soient o > 0 et B # 0 des réels. Pour tout n > 2 entier, on pose u&? = ————.
n®(lnn)s

1. On suppose dans cette question que o = 1. Démontrer que la série Z u};ﬁ converge si et seulement si g > 1.

2. Démontrer que si o > 1 la série Z u®? est convergente et que si a < 1 la série Zugﬁ diverge.

(o= (1= 3y
(In(n? 4+ n))?

3. Déterminer la nature de la série Z

n>2
Exercice 12 +o0
Soit (uy,) une suite & termes strictement positifs telle que la série Z u, converge. Pour n entier on pose R,, = Z U
n>=0 k=n
= L Dé t — +o0 et que la série Z U, converge
et uy \/R7n emontrer que fy, . q UnUn, ge.

Exercice 13
Soient « et B des réels tels que 0 < 5 < 1 < a. On note pour tout entier n > 1 :

1 = 1 R, N

R, = Z kja S":Z]giﬂ’ u?L:?na Un:(_l) U -
k>n+1 k=1

1. Trouver un équivalent simple de R,, et de S,, a 'infini.

2. Etudier la nature de la série de terme général u,,.

3. Etudier la nature de la série de terme général v,.

Exercice 14

Soient (uy) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs.

Up+41 Un+41
U, Un

N

1. On suppose qu’il existe N € IN tel que pour tout n > N on ait :

— Si la série E vy, converge alors la série g U, converge.

— Si la série g uy,, diverge alors la série E vy, diverge.

+0(%) (x). Démontrer que :

U
2. On suppose que : - B
u

n
n

— Si B > 1 alors la série Zun converge.
— Si B < 1 alors la sériez uy, diverge.

Exercice 15
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs, croissante, telle que ay, +—> +00. Soit (z,,) une suite dans IR telle
(o]
n

que la série Z — converge de somme £. On pose pour n entier naturel v, = — Z T
Gn, n k=0
1. TRANSFORMATION D’ABEL AVEC RESTE.
—+o00

n

1
— Rn+1 =+ ; Z(ak — ak_l)Rk.

=1

ap Ry

. . Tk .
Soit n un entier naturel. On pose R,, = E —. Démontrer que : v, =
a Qnp
k=n

2. Etudier la convergence de la suite (v,,).



