PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n°4. Intégration.

Exercice 1 +o0
Soit f : [0, 4+00[— IR, continue, telle que I'intégrale impropre / f(t) dt converge. Démontrer que :
0

2z
’ f@t)de e 0.
Exercice 2 R
1. La fonction x — ———— est-elle intégrable sur |2, +oo[?
Inx

2. Soit @ un réel strictement positif. La fonction = — est-elle intégrable sur |0, +oo[?

V14 g2

—x

e
1. — La fonction f: 2z — T est continue sur |2, +o00].
x —_—
—XT
— Onaz?f(z) ~ 28 —ge 5 0 par croissances comparées.
r——+00 € xr——+00
1
Ainsi f(z) = o) et t — — est intégrable en +oo donc f est intégrable en
—+00 z x
+00.
0 ¢’ " Ainsi les §
— On a f(r) = —————= ~ ———. Ainsi les fonctions f est g : =z —
/(@) VT —2v/xT+ 2 z—=2t 2/x —2 / g
1 1

= sont simultanément intégrable en 2. Mais g est intégrable en 2
V=2 (x—2)1/2

(Riemann) donc f aussi.

Conclusion. f est intégrable sur |2, 4+o00].

Inz
2. — La fonction h : x + x — ———— est continue sur |0, +0o0[.
1+ 2

Inz

— Soit y réel. On a z7h(x) ~ . On a alors deux cas :

z—+oo a7

. .. Inx .
— Sia > 1, on choisit v €]1,a] et alors — 0 par croissances com-
47 z—+4o0

1

parées de sorte que h(z) = o(=%). Comme z — — est intégrable en +oo,
T

il en va de méme pour h.

1
— Sia < 1 alors zh(z) ne

~ [ — +00, par croissances comparées.
rz—+oo 21 z—4o0

1
Dans ce cas il existe A > 0 tel que h(xz) > — pour tout x > A. Comme
x
x — — n’est pas intégrable en +oo, h non plus.
x

— On a h(x) ~ In z. Comme In est intégrable en 0, h aussi.
T—

Conclusion. h est intégrable sur |0, +-o00[ si et seulement si a > 1.



Exercice 3
Soit f : [1,4+o00[— IR" une fonction intégrable. Démontrer que g : t

Exercice 4
Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes

T Jogx
1. I:/1 32 dzx.

9 J_ /*OO arctan;: Q.
0 1 +x

“+o00 1 d “+o0 $2 d
I = _— t J = _— .
k /0 Araze dret /0 Arae

Exercice 5 (Intégrales de Bertrand)

f(t)
t

est intégrable sur [1, +o00].

+o0 1
Pour o et 3 dans IR on considere 'intégrale impropre I, g = / W dt
2

Int)s

1. Démontrer que si a > 1 I'intégrale impropre I, g est convergente.

2. Démontrer que si o < 1 l'intégrale impropre I, g est divergente.

3. On suppose ici que o = 1. En effectuant le changement de variable ¢t = e*

de I'intégrale impropre I; g.

Exercice 6 (Changement de variable)

Etudier I'existence et calculer le cas échéant les intégrales impropres suivantes.

too dg
1. / T 1 On pourra faire un changement de variables évident...
1 e” =

T Ingx . . 1
2. T+ 22 dz. On pourra faire le changement de variable y = —. ..
x x

Inz . . .
. On pourra faire successivement les changements de variables y =

fl—x?’/?

y = cost.

T

+00 2
arctanx
4. / (> dx. On pourra faire le changement de variable uw = arctanzx. . .
0

, étudier la convergence

Vet

1. Traité.

2. Traité

3. e Via le changement de variable y = \/z qui est C, bijectif, croissant de 0, 1[ sur ]0, 1],
los intéorales i Inz d L 2lny 5d R
€S lntegra €S 1Impropres ) W x et . W( y) ont meme nature

et méme valeur si convergence.

e Via le changement de variable y = cost qui est C! bijectif, décroissant de ]0, 7 /2[ sur

41ny 0

1
10, 1], les intégrales impropres /0 W( dy) et /

w/2 41
ncost . R .
/ ——— dt ont méme nature et méme valeur si convergence.
0

sin?t

e Enfin une IPP formelle (valable & posteriori) donne :

41ncost (
/2 (1 — cos? t)3/2

/2 41 ; - /2
/ Flcost dt = —4cotan t In cos t]0/2 — 4/ cotant tant dt = —
0 0

sin?t

2

—sint dt) =



arctant

2
4. e La fonction f :t < > est continue sur |0, 4+o00].

e En 0, f(¢) oeh 1 donc cette intégrale est faussement impropre en 0.

arctant 2 m
e En +o0,on a0 < <

m sy .
; —. Comme = — — est intégrable en +o0, il en

422" 422
va de méme de f, par domination.

e Le changement de variable u = arctanx qui est C' bijectif croissant de |0, +oo[ sur

10, 7/2[ donne :
—+00 2 7T/2 2
/ arctanz dgc:/ (u ) .
0 Zz 0 S u

Deux IPP formelles (justifiées a posteriori) donnent :

/2 2 /2
/ ( Y ) du = —u’cotan u]g/Q +2 / u cotan u du
0 —_— 0

sinu
=0

. w/2
= —2uln(sin u)]gl/2 - / In(sinwu) du
0

=0

/2
Il reste a calculer I = / In(sinwu) du (qui est bien convergente). Le changement de
0

w/2
variable u = g —tdonne I =J ou J = / In(cost) dt. Il vient alors :
0

w/2 w/2
21 = I+J= / In(cosu sinu) du = / (Insin2u — In2) du
0 0
w/2

— _ = ——_— —
y72u

T 1 w/2 T
= —— In2+ - / lnsinudu+/ In sin w du
2 2 0 n

/2
—_— —,———
=1 =J (u=Z—t)
m
donc I = —— In2.
2
Exercice 7 Lon 1y
1. Démontrer que pour tout n > 1 entier 'intégrale impropre / dx converge.
0 — X

2. a) Pour n € IN* et ¢ € [0, 1[, démontrer que :

n 1 1

¢ Int
Z/ tklntdt—/ DYt + 1,
k=1

ou I, est une intégrale que 1’on précisera.

1
1
gz .

b) En déduire la valeur de I = /
0 — X



dzx.

Exercice 8 1, q
Existence et calcul de I = /
0

Inz

e L’intégrale impropre I converge car faussement impropre en 0 et 1.

e Soit z €]0, 1[. On pose I(x / 7dt On a correctement (les deux intégrales impropres

du membre de droite sont convergentes

1) = | lnt / —dt

Mais le changement de variables s = 2, bijectif C! et croissant de ]0, z[ sur |0, 2% assure

que :
2

tdt_/ “2y5 ds 1.
0

o Int Ins 2¢/s o Ins

Ainsi, en rédigeant rapidement :

x? 2lnz 2Ilnz 2lnz

1 e e —1 1

I(x) = / —dt du:/ du+/ —du — In2
T Int v Inx U Inz u nz U z—1

—0 —In2

z—1 x—1
Ainsi I =1n2.
Exercice 9

Soient T > 0 et f : IR — IR une fonction continue et T-périodique. On note
1 [T @
= T/ f(t)dt et on consideére g : IR — IR définie par : g(z) = / f(t)dt — xI.
0 0

a) Montrer que g est de classe C! et T-périodique.

Ty~ 1
b) Pour a > 0 que dire de / f()tdt ?

¢) Montrer que h(z) = /m+oo f(t)t_ldt =100 O (;) .

x
1. e La fonction F' : x — / f(t) dt est de classe C! sur IR (puisque f est continue) avec
0

F' = f. 1l en résulte que g est de classe C! sur IR, avec ¢/(x) = f(z) — I pour tout x
réel.

e Pour tout z € IR on a :

z+T
glx+T)=Fx+T)—(z+T)] == (a:)—}—/ f(t)dt —zI — F(T) = 0.

Ainsi g est T-périodique.



2. Comme g est C', on peut faire une intégration par parties. Pour 0 < a < z réels, on a :

/:f(t)t_l dt = {g(tﬂ]er/amgg)dt_
—g®

A a

Mais g est continue et périodique : elle est bornée par un réel positif M sur IR. Comme

1 _y . oo f(t) — 1
t— 2 est intégrable sur [a, +00[, on peut dire que —

a
+o0o
a [/
) [y,
a

a 12
3. Pour x >0,o0n a:

dt converge de valeur

Ainsi h(z) =100 O (2) .

Exercice 10 +00 | _ codlt +o0 1 — cos(st)
—=dt.
0

PournG]NetsEIRonnote:I:/ ——dt et I(s)=
0 ¢ 2
1. Justifier que l'intégrale impropre I,, converge pour tout n €3 et qu’elle est strictement positive.

2. Pour tout s € IR, justifier de la convergence de I'intégrale impropre I(s) et exprimer sa valeur en
fonction de [s| et I;.

2u
3. a) Pour tout n € IN*, étudier, a l'aide du changement de variables ¢ = |/ —, la convergence de
n

g /+oo 1-— (cos \/%)n ”
0

U\/U ’

I'intégrale impropre

et déterminer une relation entre I,, et J,.

n
., . gt 2
b) Etablir, pour tout (n,u) € IN*x]0, 1], I'inégalité : ‘1 - (cosdﬁ)

N

u.

¢) Démontrer que la suite (J,),ew+ est bornée.

1. Soit n € IN*.
1 — (cost)™

e L’application f,, : t — P

est continue sur |0, 4o00].
2 1 .y
e Pour tout ¢ €]0,+oo[ on a : |f,(t)] < 2 Comme ¢t — 2 est intégrable en +o0, par

domination f, est intégrable en +oc.

e On va utiliser les développements limités suivants :

2

u 3
01 2—|—o(u)

(14 u)™ o 1+ nu + o(u)

COoS U

41l

U

1 " t?
n o _ - 2 — o 2 .
On a (cost) o <1 2 +o(t )> o 1—n 5 + o(t*), donc :
n n
mlt) S5 to) 53 5

Ainsi f,, est prolongeable par continuité en 0 : elle est intégrable en 0.

“+oo
e Enfin, f, > 0, est continue et n’est pas identiquement nulle : I, = fn>0.
0



2. Soit s € IR.

1 —cosst
e La fonction ¢t = ———— est continue sur |0, +o0[.

$2
e Si s = 0 la fonction précédente est nulle sur |0, +o00[ donc 'intégrale impropre 1(0) est
convergente.

Si maintenant s > 0, le changement de variable v = su (valable car v — su est une

fonction C! strictement croissante et bijective de ]0, +-0o[ sur lui méme) permet de dire

L . T 1 —cosv dv R .
que les intégrales impropres I(s) et ———— — ont méme nature, et méme valeur

o (v/s)? s

si convergence.

oo — d
Or / %—U = sIy, donc l'intégrale impropre I(s) converge de valeur I(s) =
0 v/s s

8[1.

Si maintenant s < 0, le changement de variable v = su (valable car u — su est une
fonction C! strictement décroissante et bijective de ]0, +oo[ sur lui méme) permet de

. L . 0 1 —cosv dv . .
dire que les intégrales impropres I(s) et —————— ont méme nature, et méme

too (V/8)? s
valeur si convergence.

+oo 1 _
Or — 1 cosév@
0 (v/s)* s
I(s) = —sl.

= —slj, donc l'intégrale impropre I(s) converge de valeur

Conclusion. L’intégrale impropre I(s) est convergente et I(s) = |s| I;.
2u
3. a) Soit n € IN*. L’application u + y/— de ]0, +-00[ dans luis méme est C* (achtung :
n
ne pas prendre 0!), strictement croissante et bijective.
2u
Ainsi par le changement de variable t = /—, les intégrale impropres I, et
n

/+ool— (cosd%“) %du
0

Qufn) . [o

n

ont méme nature et méme valeur si convergence.
2u

+oo 1 — (cos ?)n 24
Mais on a : / n Y = v
0 @ufn) 5 Jm  2v2

(puisque l'intégrale impropre I,, ’est) est convergente et :

_ v
2v2

Jn, donc l'intégrale impropre J,

I, Jn.

0,1] — R
b) Soit n € IN*. Soit ,,g = . <cos 2u>” . Cette fonction est continue
x /2u
sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1] et si z €]0,1] on a :

g (@) = n\/zle/a (— sin ﬁ) <cos 2:) -

Mais les accroissements finis permettent de dire que pour tout ¢ réel [sint| < [¢]
donc, pour tout x €]0, 1] il vient :

lgn(z)] <1



Les accroissements finis appliqués a g, cette fois permettent d’écrire que pour tout
x dans ]0,1], on a :

19n(0) = [gn ()] < |2].

n
Conclusion. Pour tout n € IN* et tout z €]0,1] on a : ’1 - (cos \/ 2;”) <z

c¢) Pour tout n € IN* on a, en utilisant deux fois I'inégalité triangulaire : :
n n
1 1—(008\/271“) +OO'1—<COS\/2:)
Ju| < d d
/ T 2 du _5
2v/u

Exercice 11

Soit f: IRT — IR™, continue, intégrable sur IR™T. On suppose qu’il existe g : IR — IR™ continue et une
X

constante A > 0 telles que pour tout z >0 : g(z) < A +/ f(t)g(t) dt.
0

En considérant h : x — exp (—/ f(t) dt> (A +/ f(t)g(t) dt> de R dans IR, démontrer que g est
0 0

bornée.

On considere la fonction auxiliaire ¢ : IRY — IR définie par :

o) = (- [“sa) (a+ [“ o0 ar).

Comme f et g sont continue, cette fonction est de classe C''.pour = > 0 réel, on a :
¢ = e (- [ saa) (o0 - a- [ s0a0) <0
>0

Il en résulte que ¢ est décroissante sur IR™. Pour tout 2 > 0 on a donc :

A= ¢(0) = p().

Il vient ainsi, pour tout x >

<A+/f dt> Aexp</f dt)

x
Mais f est intégrable sur IRT et est positive : pour tout = réel, on a 0 < / ft) dt <
0

/O i a.

+oo
Enfin, pour tout > 0, on a donc : 0 < g(x) < Aexp </ f(t) dt>.
0

Le fonction g est donc bornée sur IR™. (]

Commentaires



1. Essayer de comprendre d’ou vient cette fonction auxiliaire. Comparer notamment avec
d’autres exercices (dont un dans cette feuille) présentant des situations similaires.

2. Autre Méthode. On peut supposer A > 0. Pour tout = > 0 on a alors :

f(@)g(x) < f(x).
A+/O Ft)g(t) dt

Le premier membre est une dérivée logarithmique. On intégre alors cette inégalité entre
Oet X >0...

Exercice 12

1. Soit ¢ : IR™ — IR de classe C'. On suppose que lim ¢'(x) = +oo. Démontrer que 3 lim ¢(z) =
T—+00 r—+00
400

2. Soit f:IRT — IR de classe C? telle les fonctions f2 et (f”)? soient intégrables sur IR™.
a) Démontrer que ff” est intégrable sur IR™.
b) Démontrer que si (f’)? n’est pas intégrable sur IR* alors 3 lirf f(x)f'(x) = +o0.
T—r—+00

¢) Qu’en conclure?

1. Comme liI_iI_I ¢ (x) = +o0o, il existe A > 0 réel tel que f' > 0 sur [A, +oo[. Sur cet
T—>+00

intervalle ¢ est donc croissante : lim ¢(x) € IR U {+00}.
T—>+00

Supposons que cette limite soit un réel £. Pour € IR™, on écrit les accroissements finis
ponctués entre x et x + 1 pour la fonction . Il existe ¢, entre x et = + 1 tel que :

ple+1) —p(@) =¢'(c) ()

Comme ¢, > z,ona lim ¢, = 400, et, par composition des limites lim ¢'(c,) = +o0.
T—+00 r—r+00

Comme ¢(z + 1) — ¢(x) el ¢+ ¢ =0, on obtient une contradiction avec (#).

1
2. a. Sur RT, ona: |ff"’ < 5(]”2 + (f")%). par domination, comme f2 et (f)? sont
intégrables sur IR™, |ff”| est intégrable sur IR™.
b. Soit > 0. On fait une intégration par parties.

x x x
[ s =i [ 07 = f@r@ - 1050 - [0
0 0 0
T
Or 3 lim / ff" € IR selon la question précédente.
T—>+00 0
X
Supposons que (f')? n’est pas intégrable sur IR™. Alors / (f")? —+> +00, donc
0 T—r+00
/ .
F@)f(@) oo
c. Si (f')? n’est pas intégrable sur IRT alors f(z)f'(x) — +o0;
T—r+00
selon la premiere question, f2(z) = +00, ce qui contredit le fait que f? est
T—r+00
intégrable sur IR™.

Ainsi (f')? est intégrable sur IRT. O

Exercice 13 1
Soit f :]0,1] — IR continue, décroissante, telle que 'intégrale impropre / f(t) dt converge.
0

Démontrer que limzf(z) = 0.
z—0



Comme f est décroissante, Ellin%f(x) € RU {+o0}.
xT—
Si cette limite est un réel ¢, on a : Ellin%)xf(x) =0.
z—
Sinon lin%)f(x) = +o0. Il existe alors xy €]0, 1] tel que pour tout = €]0, zo] on ait : f(x) > 0.
Tr—r
Soit = €]0, zp].Pour tout ¢ €]0, z] (puisque f est décroissante), on a :
0< fz) < f(D).

On integre entre 0 et x pour obtenir :

m<47@& *)

Cette derniére inégalité est valable pour tout x €]0,zp]. Or f est intégrable sur ]0,1] donc
x

Ellirr%) f(t) dt = 0. Par sandwich, avec (&), on obtient donc : Hlir%a:f(x) =0.
=V Jo z—

Exercice 14 (Transformée de Hardy) too
Soit f : IRT — IR™, continue telle que I = / f2(t) dt converge. On note F : z / f(t) dt de R™

dans IR et on consideére :
Hf T — — / f

1. Démontrer que Hy est prolongeable par continuité en 0 en une fonction encore notée Hy.

2. Démontrer que pour tout x > 0 on a :

/ CH (82 dt = —F(a) Hy () + 2 / " FOH ) dt
0 0

3. En déduire que pour tout > 0 on a : / Hp(t)* dt < 2T / Hp(t)* dt.
0 \ Jo

+o0 +o0
4. Démontrer que H(t)* dt converge avec Hp(t)* dt < 41
0 0

1. Soit F': RY — IR définie par F(z / f(t) dt. Par continuité de f, F' est de classe

C! avec F' = f. Puis,siz >0, on a:

Hywy = 20 _F@O=FO pig) — ).

x x z—0t

On peut donc prolonger Hy par continuité en 0 en posant Hy(0) = f(0).
2. Soit x > 0. On a :

/Ome(t)th = /OmFg)Zdt = {—1F(t)2}:+23/0w1f(t)F(t)dt

IPP formelle

Notons que cette intégration par parties est correcte puisque pour tout ¢ > 0 on a
1
7F(t)2 = —F(t)Hy(t) o 0. 1l vient ainsi :
—0+

/ofo(t)th = - +2/ 1@
/f )H (1) \//f dt\//Hf

C’auchy Schwarz

Ainsi:/ H(t)? dtg%ﬁ,// H(t)? dt.
0 0

9




T
3. Si / H(t)? dt soit nulle pour tout z > 0 alors HJ% est intégrable sur IR™.
0

x0 T

Sinon il existe o > 0 tel que / Hy (t)2dt > 0 et par positivité de HZ, / Hy (t)2dt > 0
0 0

pour tout x > xg. Ainsi, pour tout x > xg, d’apres la question précédente, on obtient

/ Hy(t)* dt < 2v/T donc :
0

€T
Hp(t)* dt < 41.
0

Les intégrales partielles de H? sont majorées : H]% est intégrable sur IR™. ([

Exercice 15
Soient a et b réels, f : IR — IR une fonction continue telle que 3 lim f = /¢ € IR et telle que l'intégrale
T——00

+o00 v
impropre / f(t) dt converge. Pour uw v dans IR on pose : J(u,v) = / fla+z)— f(b+x)de
0 u

u+b v+b
1. Démontrer que pour tout u et v réels on a : J(u,v) = / f(t)dt — / f(t) de.
u+ta v+a
+oo
2. En déduire que I(a,b) = / fla+x)— f(b+x)dzx converge ainsi que la valeur de cette intégrale.

—00

1. Soient u et v des réels. On a :
J(u,v) = / f(a—ir:c)—f(b—i—x)d:v:/ f(a+x)dx—/ F(b+ ) da

v+a v+b
= / f(t)dt — / f(t)dt (changements de variables évidents))
u+ta u+b

-/ :b sat [ ([ ioas | :b o) ar)
_ /uu+b o de /Uu+b foar

+a +a

e Soit v € IR. On a:

/v:bf(t) dt:/viaf(t) dt+/ov+bf(t) dt:/()v+bf(t) dt—/0v+af(t) dt.

“+o0o
Comme l'intégrale impropre / f(t) dt converge, il vient
0

v+b +o0 +o00
/ f)ydt — f(t)dt — f(t)dt =0.
v+a v—+oo [ 0

xT
e Notons F' la fonction définie pour x réel par F(x) = / f(t) dt. Comme f est continue, F
0

est de classe C! avec I/ = f.
u+b
Soit w € IR. On a : / f(t)dt = F(u+b) — F(u+a). D’apres I'inégalité des accroissements
u+ta
finies appliquée F, il existe ¢, entre a + u et b+ u tel que :

Flu+b)— F(u+a)= f(cy)(b—a).

10



Si maintenant wu +—> —o0, par sandwich ¢, —— —o0 et par composition des limites,
oo

U—>—00
f(ew) ST ¢. Ainsi :

u+b
/ Fdt —s (b a).

+a uU—r—00
Conclusion. Avec les deux points précédents, dans I’expression de J(u, v) obtenue a la question
précédente, en faisant tendre u vers —oo et v vers 400, on est assuré que l'intégrale impropre

I(a,b) = /+<>0 fla+x) — f(b+ x) dz converge de valeur I(a,b) = £(b— a).

— o0

Exercice 16 +00
Soit f : [0,+oo[— IR, positive, lipschitzienne de rapport k telle que I'intégrale impropre / ft) dt
converge. 0

1. Démontrer que f admet une limite nulle en 0.

2. Démontrer que f? est intégrable sur [0, +oo].

1. Dire que f admet une limite nulle en +oo signifie que :

(Ve > 0)(34 > 0)(vz = A)(|f(z)| < e).

On raisonne par I'absurde et on suppose donc

(Fe > 0) (VA = 0)3x = A)(f(z) > ¢).

2. Comme f est de limite nulle en +o0, il existe A € IR™ tel que pour tout = > A on ait
0< f(z) < 1.

Pour tout z > A il vient alors 0 < f(x)? < f(x) : ainsi, par domination, f2 est intégrable
sur [0, +ool.

Exercice 20

. o0 dz
Soit, pour n > 1 :In:/o m.

1. Démontrer I'existence de I,, et trouver sa limite quand n — oo.

1 +oo 1 + U2 . 1
2. En posant © = —, montrer que [} = = 7 du. Puis, en posant v = u — , calculer I;.
x 2 Jo 1+u u

3. Calculer I,.

1. Comme fp () ~io0o 304% et que 4n > 4 pour tout n > 1, la fonction f, est intégrable
sur [1,+oo[, donc I, existe. Par ailleurs, la suite numérique de terme général f,(z) =
m est une suite géométrique de raison ﬁ € [0, 1] pour tout & > 0; elle converge
donc vers zéro. On en déduit que la suite (f,) converge vers la fonction indicatrice
du singleton {0}, notée f, continue par morceaux sur [0,+oo[. On dispose aussi de
I’hypothese de domination :

Vn 21, Vrel0,+oof, |fu(z)] < fil2),

ou f1 est continue et intégrable sur [0, +-o00]. Le théoréeme de convergence dominée affirme
alors que

o0

+o0o
lim I, = / f(z)dz =0.
+ 0
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2. La fonction ¢: u €]0, +oo[— L €]0,+oc] est une bijection de classe C'. Le théoréme de

changement de variable dans les intégrales impropres affirme alors que les deux intégrales
—+o00

oo[f1 et — fi o1 x 1 sont de méme nature et, dans le cas de convergence,

0 0
qu’elles sont égales. Ici, on obtient

“+o0 1 2 —+oco 2

Ce n’est pas le résultat attendu, mais on dispose maintenant de deux expressions de I7 :
celle qu’on vient d’obtenir ci-dessus, ainsi que la définition d’origine. En remarquant que
I = %(I 1+ I1), et en utilisant ces deux expressions, on obtient

1 +oo ,,2 1
L= / 7u4 i du.
2 0 u +1

La fonction 0: u €]0,+00[ u—1 € R est un difféomorphisme de classe C', car §'(u) =
1 —|— > > 0, limg O(u ) = —00 et lim o 0(u) = +00. On peut donc effectuer la changement
de Varlable u = 671 (v) dans l'intégrale I1. Voici quelques calculs préliminaires, ot I’on
aposé v="~0(u)=u-—
— Onav?=u?-2+ 34 donc v?v? = u* + 1 — 2u?, donc u? + 1 = u?(2 + v?).
— Comme dv = (1+ u—f;) du, on a (u? + 1) du = u? dv.

Le théoreme de changement de variable méne a

I 1/+°° u? dv 1/+°° dv 1[1 . <v>]+°o T
1== —_— == ——— = — |—=arctan [ — = —
2 ) o u2(24+02) 2 ) 2+02 2|2 V2/) ] o 2V2
3. On va établir une relation de récurrence portant sur les intégrales I,,, en écrivant que
1 =1+ 2* — 2%, puis en effectuant une intégration par parties, en dérivant x et en

intégrant On effectue le calcul sur [0,al, puis on fait tendre a vers +oo. Pour
n>=2:

a
/0 1+:1c4

:\H

_ad
(142t

/ 14+ 2% — 2t
— 7, dz
0 1+.%'
a 3
/ T oAn—1 /mxx“de
0 1+ZL' 0 (1+ZU)

/0 1+ 904 N [4(—71 + 1)261 + 904)”‘1]2 - /0“ A(=n+ 1)(11 + )1 dz

B / dx . a 1 /“ dx
“Jo WHay T T A= D) T A= 1) Jy (et
Comme n > 2, le terme central tend vers zéro quand n tend vers +oo, et on obtient

1 4n —5H
I,=1—-—— | I,y =— 1T, 1.
{ 4<n—1>] TR Vi

On en déduit que

(4n —5) x (4n —9) x ><7><3I (An—=5)x(4n—-9)x---xT7Tx3 7
4n—1)x4n—2)x---x8x4 4n=1(p —1)! 212

I, =

Exercice 21
Soit (f,) une suite de fonctions continues de [0,1] dans R. On suppose que (f,) converge simplement

1 1
vers 0 et que la suite < / fn(t) dt) est bornée. Est-il vrai que lim / fat)dt =07
0

n—-+o0o 0
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Non, et voici un contre-exemple : pour n > 2, on considere la fonction f,, affine par morceaux
définie par f(0) = f(1) = f(1) = 0 et f(5) = 2n. Le graphe de f,, présente, au voisinage de

n
zéro, un pic triangulaire de base horizontale % et de hauteur 2n.

2n

011
2nn

1
La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle, on a / fn(t) dt = 1 (aire d’'un
0

triangle) pour tout n, donc la suite étudiée est bornée, mais elle ne converge pas vers zéro.

En modifiant la hauteur du pic, par exemple en prenant f (%) =2nsin elst pair et f (%) =n
si n est impair, on obtient méme un cas ou la suite de terme général / fn(t) dt est bornée
0

et n’a pas de limite, puisque ce terme général vaut alternativement 1 et % en fonction de la
parité de n.
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