PC, Lycée JOFFRE, 2023-2024

Feuille d’exercices n° 2. Algebre linéaire II.
Quelques corrections

Avertissement. Dans toute cette feuille d’exercice, k désigne IR ou C.

Exercice 3
On note E = C([0,1],IR). Pour f € E on considére 'application T'(f) : [0,1] — IR définie par :

1)) = [ riate - e

a. Montrer que T : f — T(f) est un endomorphisme de E.
b. T est-il surjectif 7 injectif 7

a) @ On note h : [0,1] — IR définie par h(t) = 4(¢t —t?). Une étude de fonction montre que h([0,1]) =
[0,1]. de sorte que pour f dans F, la composée f o h est correctement définie.

Ainsi, comme pour tout f dans E, f o h est continue sur [0,1], T(f) est correctement définie et
de classe C! (théoréme fondamental), et vérifie [T'(f)]' = f o h.

En, particulier pour tout f € E, on a T(f) € E.
e La linéarité est pour le lecteur.

b) e Pour tout f dans E, T'(f) est de classe C! mais il existe dans E des fonctions qui ne sont pas
dérivables (en donner un exemple!), donc qui ne peuvent étre des images : T'(f) n’est pas surjectif.

e Si fnkerT alors T(f) = 0 donc, en dérivant, f o h = 0. Mais h : [0,1] — [0, 1] est surjective : il
en résulte rapidement que f est nulle. Ainsi T est injectif.

Exercice 7 (Intersection d’hyperplans)
Soient E un espace vectoriel sur k de dimension n, p > 1 entier, (f1,..., fp) une famille de E* = L(E, k) et

f= (f = s i) )

1. Démontrer que f est surjective si et seulement si (fi, ..., f,) est une famille libre de E*.

2. Démontrer que : ker f = ﬂ ker f;.

1<i<p

3. En déduire la dimension de ﬂ ker f; lorsque f est surjective.

1<i<p
1. e Supposons que ¢ soit surjective. Soient a1, ..., o, dans IR tels que :
aigr+ -+ apgp = 0.
Notons (e1,. .., ep) la base canonique de IRP. Soit i € {1, ..., p}. Le vecteur e; admet un antécédent
v; dans E et, pour tout j € {1,...,p} on a : g;(v;) = d; ;. Ainsi, pour tout j dans {1,...,p}, il

vient : »
0= Zaigi(vj) = ij.
i=1

La famille (g1,...,gp) est libre dans E*.



e Supposons que la famille (g1, ..., gp) soit libre dans E*. On raisonne par ’absurde et on suppose
que ¢ n’est pas surjective : on a donc dimIm f < p — 1. Ainsi Im ¢ est inclus dans un hyperplan
H de IR?.

On considere alors une équation a1xy + - - - + apxp = 0 de cet hyperplan H, ou a4, ..., a, sont des
réels non tous nuls.

On a alors, pour tout « € E, p(z) € H, donc :
arg1(x) + - -+ apgp(z) = 0.

Il en résulte que ai1g1 + - - - + apgp = 0, ce qui contredit notre hypothese sur la liberté de la famille
(glv o agp)'
2. On a de suite : kerp = ﬂ ker g;.
1<i<p
3. Si ¢ est surjective, le théoreme du rang affirme que dimker f = n — p.

Exercice 8 (Le lemme des cing)
Soient E, F', G des espaces vectoriels et f: E — F, g: F — G des applications linéaires. On dit que la suite :

ELFr % ¢

est exacte lorsque Im f = ker g. On considere « ’échelle » suivante d’espaces vectoriels et d’applications linéaires
ou les lignes sont exactes et ou les carrés sont commutatifs :

f1 f2 f3 fa

Ey Ey b3 Ey Es

[ | | L |

Fl g1 F2 g2 F3 g3 F4 9a F5

On suppose que @1, P2, @4 et 5 sont des isomorphismes. Montrer que @3 est un isomorphisme.

e Montrons que @3 est surjective. On veut donc démontrer que tout élément y3 de E3 admet un
antécédent par @s.
Fixons y3 dans F3. Comme Im g3 = kergy on a :

g1093(ys) =0 (Q)

Mais ¢4 est un isomorphisme : il existe donc x4 dans Ey4 tel que g3(ys) = pa(x4). Avec (O) on obtient
alors : gq 0 p4(x4) = 0.

Comme les carrés sont commutatifs, il vient 5 o fq(x4) = 0. Mais @5 est un isomorphisme donc
fa(zg) =0 et ainsi x4 € ker fy = Im f3 : il existe alors x3 € E3 tel que f3(x3) = x4.

On a alors ¢4 o f3(x3) = wa(x4) = g3(ys). Par commutativité des carrés, il vient :

g3 o w3(z3) = g3(v3)

donc, par linéarité de gs, on peut dire que y3 — w3(x3) est dans ker g5 = Im go. On dispose alors de
yo € Fy tel que
92(y2) = ys — p3(z3)  (VO0)

Comme @2 est un isomorphisme, il existe xo € Ey tel que pa(x2) = yo et ainsi, avec (VQ), on obtient :

g2 © 2(x2) = y3 — @3(3)

Les carrés étant commutatifs, on a donc @3 o fa(x2) = y3 — p3(x3) et ainsi, par linéarité de 3 il vient
le résultat tant attendu et que ’on n’espérait plus :

(us = walfalws) +3) |

ce qui démontre que 3 est bien surjective.

e [’injectivité de @3 se traite de la méme maniere. . .



Exercices supplémentaires I

Exercice 9
Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie n > 1. Démontrer que Im f admet un supplémentaire f-stable
si et seulement si Im f Nker f = {0} et que dans ce cas ker f est Punique supplémentaire f-stable de Im f.

e Supposons que que Im f admet un supplémentaire f-stable que 'on note F' et montrons qu’alors
F = ker f (ce qui démontrera que Im f Nker f = {0} puisque la somme Im f + F est directe).

Soit « dans F. Comme F est f-stable, f(z) € F. Ainsi f(z) € Im f N F = {0} donc z € kerf et on a

déja I'inclusion .

Puis le théoreme du rang affirme que dimker f =n —dimIm f et de E = Im f @& F on tire dim F' =
n—dim Im f. Il en résulte que ker f et F' ont méme dimension et avec F' C ker f on obtient : .

e Supposons maintenant que Im f Nker f = {0} et montrons que f admet un supplémentaire f-stable.
Le théoréme du rang affirme que n = dimIm f 4 dimker f; comme Im f Nker f = {0} on en déduit
que :

E=Imf®kerf

Il ne reste plus qu’a démontrer que ker f est f stable ce qui ne pose pas de probleme. [J

Exercice 10 (Un résultat de factorisation)
Soient E, F et G des espaces vectoriels sur k de dimensions finies, f € L(E,G) et g € L(F, G). Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) Hexiste h € L(E, F) tel que goh = f
(ii) Im f C Im g.

e (i) = (it). Supposons qu'il existe h € L(E, F) tel que go h = f et montrons que Im f C Im g.
Soit y € Im f. Il existe alors = dans E tel que f(x) = y donc go h(z) = y et ainsi g(h(z)) = y. Il en
résulte que y admet un antécédent par g (qui est h(z)) donc y € Im g.

On a donc bien [Im f CImg |

e (ii) = (i). Supposons Im f C Im g et montrons qu'il existe h € L(E, F') tel que goh = f. On est rusé
comme un singe et on se rappelle que pour définir une application linéaire il suffit de la définir sur une
base.

Notons (eq,...,e,) une base de E. Comme Im f C Im g, alors pour tout ¢ dans {1,...,n} on a
f(e;) € Im g et ainsi il existe v; dans F tel que f(e;) = g(v;).

Soit h 'unique élément de L(E, F) tel que h(e;) = v; pour tout i € {1,...,n}. On a alors :
f(e;) =goh(e;) pour toutie{l,...,n}

et ainsi par linéarité il vient : f = goh.

Exercice 11
Soit f : IR[X] — IR[X] définie par : f(P) = P(X +1) — P(X).

1.

Démontrer que f est un endomorphisme de IR[X]

2. Déterminer ker f.
3.
4. Soit F l'ensemble des polynémes P de IR[X] tels que P(0) = 0. Montrer que F est un sous-espace vectoriel

Montrer que pour tout n > 1 entier on a : f(IR,,[X]) = IR,,—1[X]. En déduire Im f.

de IR[X] puis que ker f et F' sont supplémentaires dans IR[X].



1. Pour le lecteur.

2. e Soit P € ker f. On a alors P(X + 1) = P(X). Ainsi, pour tout k € IN il vient P(k + 1) = P(k)
et une récurrence immédiate (& écrire) donne P(k) = P(0) pour tout k € IN.

Ainsi, le polynéme @ = P— P(0) admet une infinité de racines : ¢’est le polynome nul. Il en résulte
que P est constant.

e Les polyndémes constant sont dans ker f.
Conclusion. ker f = IRo[X].
3. Question subtile et tres jolie!

n
e Soit n > 1 entier. Soit P € IR,,[X]. En écrivant P = Zaka, ona:
k=0

fP) = D aX+1)F =D apX*
k=0

k=0

k n
kY i 3 apxt
ag ( i > X' — akX
0 i=0 k=0

I
NE

b
Il

—1 k n—1
= an X"+ ary (’:) X' —ap X" =Y apX¥ € Ry [X]
k=0 =0 k=0

Ainsi, puisque R,,_1[X] C IR, [X], on peut dire que IR, [X] est stable par f. Notons alors f,
lendomorphisme induit par f sur IR,[X]. On a clairement Im f, C IR,,_1[X] d’aprés ce qui
précede. De plus, le théoreme du rang donne :

dimIm f,, = dim IR, [X] — dim ker f,,.

Mais il est immédiat de vérifier que ker f,, = ker f N IR,,[X] = IRo[X] qui est de dimension 1.
Il en résulte que Im f,, est de dimension n. Comme Im f, C IR,,_1[X], on peut conclure que
Im f, = IR,,_1[X]. Cela répond & la premieére partie de la question puisque Im f,, = f(IR,,[X]).

e Prenons maintenant @ € IR[X]. Il existe alors N € IN tel que @ € IRy[X] et ainsi Q € Im f, 1.
Il existe alors P € Ry+1[X] tel que Q@ = fni1(P) = f(P), de sorte que IR[X] C Im f. L’inclusion
réciproque étant évidente, Im f = IR[X] (ce qui prouve que f est surjectif).

4. o Soit dp : IR[X] — IR définie par Jo(P) = P(0). Cette application est linéaire et F' = ker dy donc
F est un sous-espace vectoriel de IR[X].

e Supposons que IR[X] = F + ker f. Soit P € IR[X]. On peut donc écrire P = Q + R avec Q € F
et R € ker f = IRo[X]. Ainsi P(0) = R(0), puisque Q € F. Il vient donc, comme R est constant
R=P(0) et Q = P — P(0).

Conclusion partielle : si IR[X] = F + ker f alors IR[X] = F @ ker f.

e Soit P € IR[X]. On pose @ = P — P(0) et R = P(0). On a de suite P = Q + R ainsi que Q € F'
et R € ker f. Il en résulte que R[X]| = F + ker f.

Conclusion. IR[X] = F & ker f.

Exercice 12
Soit A dans M3(IR) telle que A # 0 et A% = 0.

1. Démontrer que A est semblable & J =

==

2. Vérifier que F = {M € M3(IR) | AM +

dimension.

A = 0} est un sous-espace vectoriel de M3(IR) et déterminer sa



1. Soit f I'endomorphisme de IR?® canoniquement associé A. On a f # 0 et f2 = 0. Il existe donc
a € IR? tel que f(a) # 0 et on a Im f C ker f. Cette derniére inclusion implique que ker f est de
dimension 2 en utilisant le théoréme du rang. Puis f(a) € ker f, puisque f? = 0. On compléte
f(a) en une base (f(a),b) de ker f.

Jraffirme alors que la famille § = (f(a),c,a) est une base de IR®. En effet, supposons que a, 3,7
dans IR® vérifient :
af(a)+ Be+~ya =0.

En appliquant f, il vient : vf(a) = 0. Comme f(a) # 0, on a v = 0 et ainsi :
af(a)+ Be = 0.

Mais la famille (f(a),c) est libre, donc oo = g = 0.

Il en résulte que B est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 : c’est une
base de IR?. Mais la matrice de f dans 3 est exactement la matrice J : celle-ci est donc semblable
a A

2. e L’application g : M3(IR) — M3(IR) définie par g(M) = AM + M A est linaire : son noyau, qui

est F, est donc un sous-espace vectoriel de IR>.

e Selon la question précédente, A et 7 sont semblables : il existe P € GL3(IR) telle que A = PJP~1.
De plus lapplication ¢ : M3(IR) — Mj3(IR) définie par (M) = P~'MP est un isomorphisme
linéaire. En effet, la linéarité est immédiate (& écrire!) et si ¢ : M — PM P~ I'application ¢ o)
est I'identité de M3(IR).

Pour N € M3(IR) on a les équivalences :

MeF & AM+MA=0
& PJP'M+MPJP™' =0
& JPT'MP+P'MPJ=0
& Je(M)+e(M)J =0
Il en résulte que p(F) = G = {N € M3(R) | NJ+ JN = 0}. Comme ¢ est un isomorphisme,
dim F = dimg.
Prenons alors N € M3(IR). On a :

NeG & JN+NJ=0

(N)s1 (N)s2 (N)ags 0 0 (N)ia
= 0 0 0 + 10 O (N)l)g =0
0 0 0 0 0 (N)1,3

On peut donc conclure que G est Uensemble des matrices N € M3(IR) telles que :

(V)31 =

(V)32 =0
(N)zz+(N)i1 =0
(V)12 =0
(N)1,3 =0

Une matrice de G est donc décrite par 9 — 5 = 4 parametres : dim G = 4 et dim F = 4.

Exercice 13
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n sur IR. On suppose que u est de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un nombre A réel tel que u? = u.

2. Montrer que si A # 1, u — Idg est inversible et déterminer son inverse.



1. Comme u est de rang 1, dimIm u = 1.

e Supposons que Im uNkeru = {0}. Vie le théoréeme du rang on a dim Im u + dim ker u = n donc

EF=Imu®keru

On prend alors (e1) base de Imu et {es,...,e,} base de keru. La famille :
B=A{e1,...,en}
est alors une base de E. Puis u(e;) € Im u = vect(ey) donc il existe A réel tel que u(er) = ey et
ainsi :
A 0 --- 0
0 0
A=lulg =1 ,
0 0
A0 0 A0 0
On a alors A% = 0 0 =A 0 0 =M.
0 0 0 0

et ainsi |u? = \u

e Si maintenant Im u N ker  contient un vecteur non nul e; alors ce vecteur engendre Im u et on
a donc Im u C keru de sorte que u? = 0 : il existe bien X réel tel que u? = Au.

Autre méthode.
Comme Im u est de dimension 1, on peut écrire Im (u) = vect(e) ou € est un vecteur fixé de E.
On a alors u(e) € Im u, et ainsi il existe A dans IR tel que u(e) = Ae.
Prenons maintenant « dans F. Comme u(z) € Im u on dispose de «,, réel tel que u(x) = aze. On
a alors :

u?(x) = u(u(z)) = u(awe) = agu(e) = Aage = u(z)

Ceci étant valable pour tout  dans E on a bien .
2. Posons . On cherche un polynéme annulateur de v avec terme constant non nul. On

a :

v = w?—2u+Idp =M —2u+Idg = (A —2)u — (A —2)ldg + (\ — 2)Idg + 1dg
= (A=2w+ A\ —1Idy

donc v? — (A —2)v — (A — 1)Idg = 0. Il en résulte, puisque A — 1 # 0 que :

vo ()\11 (v—()\—Q)IdE)> — Ty = <A11 (v—()\—Q)IdE)) ov

1
1 (v—(A—=2)Idg) € L(E), on peut donc dire que v est inversible avec :

Comme

_ 1
v 1:)\_1(0—(/\—2)IdE).

Exercice 14

Soit E un espace vectoriel sur K = IR ou C de dimension n > 2. Soit f dans £L(E) qui n’est pas une homothétie.
0

1

0

Démontrer qu’il existe une base 8 de E telle que la premiere colonne de la matrice de f dans (8 soit



Avec le lemme de Schur (4 redémontrer!), comme f n’est pas une homothétie, il existe xy € E tel que
(0, f(xg)) soit une famille libre. On compléte cette famille en une base § de E : cette base convient.

Exercice 15
Pour k € {0,...,3} on considere la fonction f;, : IR — IR définie par : fi.(z) = xFe®.
On pose F3 = vect(fo, f1, f2, f3)-

1.

2.

Déterminer une base 8 de F3.

Soient « réel et ® I'application qui & f dans F3 associe : ®(f) : x — ft) dt.

Démontrer que ® n’est pas un endomorphisme de Fj.

. Soit ¥ l'application qui & f dans F3 associe : U(f) : x — / f@t)de

Démontrer que 1 est un endomorphisme de F3 et préciser la matrice de ¥ dans f3.

1. La famille 8 = (fo, f1, f2, f3) est libre. En effet, soient Ag, A1, A2, A3 des réels tels que :

3
Z Xifi = 0.
i=0

3 3
Pour tout = réel on a alors Z \izte® =0 et comme exp > 0, il vient : Z Xzt = 0.
i=0 i=0
3
Il en résulte que le polynome Z)\iX ' a une infinité de racines : il est nul, et donc tous ses
i=0

coefficients sont nuls.
Ainsi )\0 == )\1 = )\2 = )\3 =0.
La famille 8 est donc libre et engendre F3 : c’est une base de Fj.

2. Soient « réel et ® Papplication qui & f dans F3 associe : ®(f) : x — / fe)de

Démontrer que ® n’est pas un endomorphisme de F3.
e Notons que @ est linéaires de C(IR,IR) dans IR™ (cela résulte sans trop de difficultés de la
linéarité de 'intégrale. . .).

e On a, pour tout x réel :
B(f)() = [ ot dt =~ e = fofa)

Mais la fonction constante strictement positive x — e® n’est pas dans Fs : (fy) ¢ Fs.

krz—a

En effet, pour tout k € IN, on a : z"e — 0. Ainsi les éléments de F3 ont une limite

T—r—00
nulle en —oo (par régle opératoire sur les limites). On peut donc en conclure qu’aucune
fonction constante non nulle n’est dans Fs.

Il en résulte que ® n’est pas un endomorphisme de F3.
3. e Montrons que ¥ est linéaire. Soient f, g dans F3 et A réel. Pour tout x réel on a :

/_(f+)\g t)dt = / f(t dt+/\/

= ¥(f)(x)+A¥(g)

U(f + Ag)(x)

Ainsi U(f + Ag) = ¥(f) + AT(g).
e Déterminons, pour tout k dans {0,...,4}, U(fi).

x

Pour tout x réel on a U(fy)(x) = / e dt = e® donc ¥(fy) = fo.

— 00



Puis, fixons k dans {1, 2,3}. Pour tout z réel on a :
1\ = thet dt = {thet]”  —k th=1et dt
(R = [ tvetar o feke]” e

*° IPP -
T
zFe® — k;/ th=let dt
— 00

o U(f3)=f3-3¥(f2) = f3—3fa+6f1 —6fo.
Less images des éléments de S par ¥ appartiennent donc a F3 : ¥ est un endomorphisme de F3.
1 -1 2 -6
0o 1 -2 6
0 0 1 -3
0o 0 O 1

La matrice de ¥ dans § est alors : [f]g =

Exercice 16 m
Soient m un entier naturel strictement supérieur a 2, n un entier naturel non nul et strictement inférieur a 5 On

note J I'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a m. Soit A = X"+ a,_1 X" ' +...+a1 X +ag €R [X].
On note I un intervalle de R d’intérieur non vide sur lequel A ne s’annule pas.
Pour tout P € R,, [X] on note f (P) le polynéme de R[X]: f (P) = AP’ — PA'.

1.

. a

a) Soit P € Ry, [X]. Déterminer en fonction de m et n la valeur maximale p du degré du polynéme f (P).
) Montrer que f est une application linéaire de R, [X] dans R, [X].
¢) Soit @ un polynéme de R [X] tel que QA soit élément de R,, [X]. Déterminer f (QA).

)

Mountrer qu'un polynéme P de R,, [X] est dans ker f, le noyau de f, si et seulement si pour tout = € T
/

ona|—| (z)=0.

A
En déduire ker f.

e) Déterminer le rang de f.

. Pour tout i élément de J, on pose Y; = f (Xl)

a) Montrer que la famille de polynémes (Yi)ieJ\{n} est une base de Im f, I'image de f.

b) En calculant f (A), déterminer les coordonnées de Y,, dans cette base.

)

) Pour tout i € J, étudier le degré du polynome Y;.

b) Déterminer la valeur minimale du degré d’un polynéme S non nul de Im f.

) i) En utilisant la question 1)c), montrer que tout polyndome de R, [X] divisible par A? appartient a

Im f.

ii) En déduire qu'un polynéme S de R, [X] appartient & Im f si et seulement si le reste R de la division
euclidienne de S par A? appartient & Im f.

iii) Pour tout polynéme S de Im f, déterminer alors la valeur maximale du degré de R.

C

. Soit P € Ry, [X]. Déterminer ’ensemble des primitives sur I de z — LCE)Z avec S = f (P).

A(z))

. Dans cette question, m est un entier naturel strictement supérieur 4 6 et A = X3 — X + 1.

a) Calculer Yy, Y; et Y5 et montrer que le polynome S = X4 4 4X3 —2X?2 —2X — 1 est élément de Im f.
xt + 423 — 222 — 20— 1
(23 — 2+ 1)? .

b) Déterminer une primitive sur I de x +—

1. a. f(P)= AP’ — PA’ est au plus de degré deg A+ deg P — 1 < n+ m — 1. Cette valeur est at-
teinte pour P = X™ car le terme de plus haut degré de f (X™) est mX"X™m~1 —pnXxn-1X™ =
(m —n) X"~ qui est de degré m +n — 1 (car on a m —n # 0 puisque m < %).

Conclusion : ’ La valeur maximale du degré de f (P) est doncp=m+n—1 ‘




b. Par définition de p & la question précédente, on a f : R,, [X] — R, [X]. La linéarité de f est
immédiate (mais a vérifier).

Conclusion : ’ f est une application linéaire de R,, [X] vers R, [X] ‘

c. SiQ € R[X] est tel que QA € R, [X] alors on a :
F(QA) = A(QA) — (QA) A" =Q'A?
d. Soit P dans IR,,[X]. Alors P € ker f si et seulement si AP’ — PA" = 0 i.e. (puisque I est

infini) si et seulement si pour tout € I on a A (x) P’ () — P (x) A’ (z) = 0.

Puisque A ne s’annule pas sur I cette derniere assertion est équivalente & : pour tout x € I,

Al(z) P’ (x) = P (2) A" (2)
(A ())”

ce qui signifie exactement que pour tout x € I, (%)/ (x) = 0.

11 vient donc P € ker f si et seulement si (puisque I est un intervalle) il existe A € R tel que
pour tout z € I on a igg = ) si et seulement si il existe A € R tel que pour tout x € I on a
P(z) = MA(z) i.e. ( car I est infini) il existe A € R tel que P = A\A.

Conclusion : ’ker f = vect(A) ‘

e. D’apres la formule du rang, et comme on vient de voir que dimker f = 1 (car A # 0), il vient

que : dimR,, [X] = 1[=m]

a. La famille (1, X, X" A Xt ...,Xm) est une base de R,, [X] car les degrés sont éche-
lonnés de 0 a m. Il vient :
mf = vect (f(1),f(X),on f (X"0), F(A), F(X7F1) oo £ (X))
= veet (f (1), f (X) oo f (X771 ,0,F (X)) oo f (X))
vect (f (XZ))iGJ\{n} = vect (Y);e \ (n}

la famille de m — 1 vecteurs (Y;),c Nn} engendre donc Im f qui est de dimension m — 1, donc

(f (Xi))ieJ\{7L} = (Yi);e\ {n) st une base de Im f |

b. On a f(A) = 0 d’une part. Or d’autre part :

fA) = f(X"+an1 X"+ . +a1X +ag)
= f(X")4anaf (X" DN+ +af(X)+aof(1)
= Kz"’an—lYn—l"’---‘i‘al}/l +a0Y0

Il vient ainsi :
’Yn = —(J/QYE) - 0/1}/1 — e — an_lYn_l + O.Yn+1 + ...+ OYm ‘

a. Pour tout i € J on a¥; = iAX"! — A’X? qui est un polynéme de degré au plus n +
i—1 (> 0car n > 1) et dont le terme de degré n + i — 1 est (i —n) X" T~1. Ainsi

’pour tout ¢ € J\ {n} Y; est de degrén—i—i—l‘(cari—n;éO).

Maintenant pour i =non a ¥, = —agYo — a1Y1 — ... — ap—1Yn—1 et (on vient de le dire)
degYo=n—-1<degY i =n<..<degV,_1 =2n—2. Ainsi :

— premier cas, ag = ... = a1 =0 (i.e. A= X") alors Y;, =0 et .

— deuxiéme cas, il existe k € {0,...,n — 1} tel que a; # 0 (i.e. A # X™) alors
degV, =n—1+max{k € {0,..,n —1} /ax # 0} ‘




b. Si S € (Im f)\ {0}, alors S = > b;Y; ot (bo, ..., bp—1,bny1, -0, b)) € R™\ {0} or
i=0
degYy = n—-1<..<degV,-1=2n—-2<degY,1
——

=2n

<..<degYp,=n+m-—1

donc deg S = degYi (=n+k—1) ou k = max {i € J\ {n} /b; # 0}; en particulier deg S >
n—1. Comme de plus deg Yy = n—1 (et Yy € Im f), on peut donc dire que la valeur minimale
du degré d’un polynéme non nul de Im f est n — 1.

c. i Soit P € R, [X] divisible par A%. On dispose de Q; € R[X] tel que
P =A%,

Si on prend alors un polynéme @ de R[X] tel que @' = Q1 (Q est une primitive de @Q1),
on a en premier lieu QA € R,,, [X] car deg P = 2deg A+deg @1 < pdoncdegQ; < p—2n
doudegQ <p—2n+1l=m+n—-1-—2n+1=m —n et ainsi

deg AQ =deg A+deg@Q =n+deg@ <m

Il vient donc, avec la question l.c. f (AQ) = A%Q' = A2Q, = P.

Conclusion. .

ii. Soit S € R, [X]. Soit R le reste de la division euclidienne de S par A2, Q le quotient. On
aS = A%Q+ R. Comme S € R, [X] on a A%Q € R, [X], et A%Q est divisible par A?,
donc, avec la question précédente, A2Q € Im f. Ainsi :

SelmfeS—A’QelmfeReclmf

iii. Soit S € Im f. R étant le reste de la division euclidienne de S par A% on a deg R <
deg A% = 2n. De plus R € Im f donc R est combinaison linéaire de Y; avec i € J\ {n} on
a une famille (b;),c \ (,,y de réels tels que R = 3 b;Y;. Mais comme
i=0
i#n

degYp=n—1 < degVi1=n<..<deg¥,_1=2n—2

<degY,41 =2n < ... ..< degY,,
~——
=n+m-—1
n—1
et que deg R < 2n — 1, il vient que b,+1 = ... = b, = 0 et donc que R = > b;Y; et donc

=0

deg R < 2n — 2. Si on ajoute que pour S =Y,,_1 on a R =Y, _1 de degré 2n — 2, on en
conclut que :

’ la valeur maximale du degré de R est 2n — 2 ‘

4. On a pour tout x € I,

S (z) A(z) P’ (z) — P (z) A (x) (P) ()

(A (z))* (A (2))* A
L S (x) )
donc les primitives sur I de x +— 5 sont les fonctions de la forme :
(A(x))
P (x)
— U R
T — Al) +Aou e

5. a. Ona:
— VYyo=-A4=-3X?+1

10



— N =A-AX=(X*-X+1)-(3X>-1)X =-2X?+1
— Y5 =2XA—- A'X? donc :

YVo=2X (X’ - X+1)— (3X*-1)X?=-X"* - X?+2X.
et §=X*+4X3-2X2—2X —1=—(—X* - X?+2X)—-2(-2X3+1)+ (—3X?+1) donc

S =—Y, -2V, +Y, dou .

b. Avec la question précédente on a S = f (—X2 —-2X + 1); une primitive sur I de = +—
ot +4a® 227 —20 -1  S(x)
(@5 —a+ 1) (A(2))

5 est donc, avec la question 4)

—z2 -2z +1

€T —
23—z +1

Exercice 17
Dans tout I'exercice, n et N désignent des entiers supérieurs a 2.

1. On note H,, 'ensemble des matrices de trace nulle de M, (IR).

a) Justifier que H,, est un hyperplan de M,,(IR) et donner sa dimension.
b) Trouver un supplémentaire de H,,.

2. Soit F un espace vectoriel sur IR de dimension N et f une forme linéaire sur E.
a) Soit g une forme linéaire sur E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Il existe A réel tel que f = Ag.
(2) kerg C ker f.
P

b) Démontrer par récurrence sur p que si g1, . . ., gp sont des formes linéaires sur E telles que ﬂ ker g; C ker f

i=1
alors f € vect(g1,...,0p)-

¢) On suppose dans cette question que n < N.
En utilisant le théoreme de la base incomplete, justifier que si g1,..., g, sont des formes linéaires indé-

pendantes sur F alors :
dim <n kergi> =N —n.

=1

1. a) tr est une forme linéaire sur M, (IR), non nulle (puisque tr(Z,) = n). Par le théoréme du rang
H,, = kertr est de dimension n? — 1.
b) Toute droite de M,,(IR) engendrée par une matrice de trace non nulle est un supplémentaire
de H,,. En particulier vect(l,,) est un supplémentaire de H,.

En effet, soit A € M,,(IR) telle que tr(A) # 0.

— Si M € H, Nvect(A) alors tr(M) = 0 et il existe A réel tel que M = AA. Comme
tr(AA) = Atr(A), il vient A = 0 , puisque tr(A) # 0, et ainsi M = 0. De 1a :
H, Nvect(A) = {0}.

— dim M, (IR) = dim H,, + dim vect(A)

Ainsi M,,(R) = H,, ® vect(A).

2. a) e (1) = (2). On suppose qu’il existe A réel tel que f = Ag. Si « € ker g alors :

flz) = Ag(z) =0,
donc z € ker f.
e (2) = (1). On suppose kerg C ker f. Si kerg = E, on a f = g = 0 et la conclusion est

immédiate.
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Sinon, il existe z¢ € E tel que g(zg) # 0. On a alors facilement (& montrer) :
E = ker g ® vect(zo).

Posons h = f(z0)g — g(zo)f. Soit € E. On écrit © = y + Axg avec A € IR selon la somme
directe E = ker g @ vect(zp). Par hypothése on a f(y) = 0 donc :

h(x) = f(mo)(g\(gl‘f'g(xo)) - 9(%)(@‘%](%)) =0.
-0 =0

Cela étant vrai quelque soit le choix de x dans F, il vient h = 0 et ainsi :

r=1 (o)
9(zo)
——
€R
On considere, pour p € IN*, la propriété P(p) : « Si F' est une espace vectoriel réel de dimension
finie, si f est une forme linéaire sur F' et si g1,...,g, sont des formes linéaires sur F' telles

P
que m ker g; C ker f alors f € vect(g1,...,9p)- »
i=1

e La propriété P(1) est vraie, d’apres la question précédente.

e Supposons que P(p) soit vrai pour un certain entier naturel p > 1. Supposons que F est

un espace vectoriel réel et que gq,...,gp+1 et f sont des formes linéaires sur F' telles que
p+1
ﬂ kerg; C ker f.
i=1
p+1 p
— Si gp41 est la forme nulle alors ker g,+1 = F' et alors ﬂ ker g; = ﬂ ker g;, donc
i=1 i=1

P _kerg; C ker f . On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence d’ont f €
vect(gi, ..., pn) = vect(gr, .-+, gpy1)-

— On suppose maintenant que g,41 n’est pas la forme nulle. Alors ker g,4+1 est un
hyperplan de F. Pour ¢ € {1,...,p}, on note h; la restriction de g; & ker gp1,
ainsi que h la restriction de f a ker g,y;. Il s’agit de formes linéaires sur ’espace
vectoriel de dimension finie ker g, 1.

Soit maintenant = € ker g,41.
P

On suppose que = € ﬂ ker h;. On a alors g;(z) = h;(xz) = 0 pour tout i € {1,...,p}
i=1
p+1
donc z € ﬂ ker g; C ker f. Ainsi f(x) = 0 donc h(z) = 0.
i=1

P
11 en résulte que ﬂ ker h; C ker h.
i=1
On applique I’hypothese de récurrence avec ’espace vectoriel ker g,41. On a donc :

P
h € vect(hq,..., hp) @ il existe ainsi a, ..., q, dans IR tels que h = Z ah;.

k=1
Pour tout x € ker gp41 on a donc :

fla) =Y aigi() = hiz) =Y aihi(z) = 0,
k=1 k=1

P
de sorte que ker g,41 C ker ( f— ZaigZ). D’apres la question précédente, il
k=1

existe a1 réel tel que :

P
f- E @;G; = Opt19p+1-
k=1

Cela permet de conclure que P(p + 1) est vraie.
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¢) Soient g1, ..., g, des formes linéaires indépendantes sur E. Comme L£(E,IR) est de dimension
n, on peut compléter la famille libre (g1, ..., gp) en une base 8 = (g1,...,9,) de L(E,IR). On
a alors la suite d’inclusions :

n n—1
mkergi C ﬂ kerg; C--- C kerg; C E.
i=1 i=1 g

—_——  — =Fn_1
=Fp Fy

Supposons un instant qu'’il existe k € {0,...,n — 2} tel que
n—(k+1)

n—k
ﬂ ker g; = ﬂ ker g;.
i=1 1=1

n—(k+1)
On a alors ﬂ ker g; C ker g,,_, et selon la question 2b, g, € vect(g1, ..., gn—(k+1)); ce

i=1
qui est absurde, par liberté des éléments de 3.
De plus g, n’est pas la forme nulle, donc les inclusions :

FhckhCc---CF,1CFE

sont strictes. De la :
dimFy <dimF; < --- <dim F,,_1 < n.

Cela force dim Fy, = k pour tout k € {0,...,n — 1} et on peut donc conclure.
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