PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Feuille d’exercices n° 1. Algebre linéaire 1.
Quelques corrections

Exercice 12
Soient F un espace vectoriel sur K de dimension n > 1 et uy,...,u, dans L(E)\ {0} tels que pour tout (¢,7) dans

2 . Y
{1,...,n}" on ait u; o u; = & u;.

n
1. On pose E; = Im u; pour tout ¢ € {1,...,n}. Démontrer que E = @El
i=1

2. Qu’en déduire pour le rang de chaque u; ?

Ici 5{ est le symbole de Kronecker (égal & 1 si i = j et égal & 0 sinon).
n
1. e Montrons que la somme Z FE; est directe. Soient y1,...,y, dans Ey x --- X E,, tels que :
i=1
Y1+ +yn =0.

n

Pour i € {1,...,n}, il existe z; € E tel que y; = u;(x;). On a donc Zul(xl) = (et ainsi, pour
i=1

tout k € {,...,n}, il vient :

U (Z uz(a:,)> =0 ie. Zuk oui(z;) = 0.
i=1 i=1

On obtient donc ug(zx) = 0 i.e. yp = 0 pour tout k € {,...,n}
n

La somme Z FE; est donc directe.
i=1

e On a
n

n > dim E; | = dim F; > n.
(@) -Ses

i=1 >1

Ainsi dim (@ El> =ndonc EF = @ E;.
i=1 i=1
2. Cela force rg(u;) =1...

Exercice 13
Soit f € L(E) telle que f3 = f2 + f. Montrer que E = ker f ® Im f.

Raisonnons par analyse/synthése.

e Analyse. Supposons que E = ker f + Im f. Soit « dans E. Il existe donc y dans ker f et z dans Im f

tels que :

r=y+z.
Ainsi f(z) = f(y) + f(2) = f(2). Comme z € Im f, il existe 2’ dans F tel que z = f(z’). Il en résulte
que :



Conclusion partielle. Si F = ker f 4+ Im f, alors la somme est en fait directe, puisque un élément x de
E se décompose de maniere unique selon ker f + Im f.

o Synthése. Soit © dans E. On définit alors y et z dans E via (©). On a alors

z=f*z) - f(z) = f(f(z) —2) €Im f
fly) = f(2) + f(z) - f*(x) = 0, puisque f° = f+ f, donc y € ker f

Conclusion. Tout élément de E peut s’écrire comme somme d’un élément de ker f et d’un élément de
Im f, ce qui assure, avec ’analyse, que : ’ E=kerf®Imf ‘ O

Exercice 14 (Lemme de Fitting)
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

1.

. Démontrer que F' = Ker (uV) et G = Im (u

Montrer que les suite Im (u™) et Ker (u™) sont monotones et constantes & partir d’un certain rang N (pour
Iinclusion). Montrer alors que E = Ker (uV) @ Im (u?).

N) sont stables par u. On note g = u | et h = u |&. Démontrer
que g est nilpotent et h inversible.

. Déduire des questions précédente que toute matrice M dans M,,(K) est semblable & une matrice de la forme

(V@)

ou N est une matrice carrée nilpotente et C' une matrice carrée inversible.

1. e Soit n dans IN. Si z € keru™ alors u™(x) = 0 donc u(u™(x)) = 0 et ainsi u"*!(z) = 0. Il en
résulte que = € ker u™t! ce qui assure que ker u™ C ker ut1.

Conclusion partielle. ’La suite (keru™) est croissante pour l'inclusion ‘

Posons, pour n € IN, d,, = dimkeru™. La suite (d,,) est croissante, majorée par dim E : elle est
convergente. Or toute suite dans 7ZZ qui converge est stationnaire (i.e. constante a partir d’un
certain rang).

En effet, soit (x,) une suite dans 7Z telle que z, +—> £. 11 existe alors N entier tel que
oo
pour tout n > N on ait :

|xn — €| <

| =

1
Or, lintervalle [¢ — %, {+ i] est de longueur 5 il ne peut contenir qu’un seul entier. Cela
implique que, pour tout n > N on a : x, = TN. O

Ainsi, on dispose de N entier tel que d,, = dy si n > N. Pour n > N, on a donc ker u’¥ C ker u"
et dimu = dimu™ : il en résulte que les sous-espaces ker u” sont tous égaux des que n > N.

e Soit n € IN. Si x € Im f**! il existe 2’ € E tel que x = f**1(2) = f*(f(2')) € Im f". Ainsi
Im f* O Im fn+! |

Puis le théoréme du rang affirme que, sin > N :

dimIm f* =dimE — d,, = dim F — dy = dimIm fV,

et Im f O Im f™. Ainsi, sin > N on a Im f* = Im fV.

Conclusion. La suite (ker u™) est croissante pour l'inclusion, la suite (Imu™) est décroissante pour
Iinclusion et ces deux suites sont stationnaire a partir d’un méme rang N.

e Montrons maintenant que F = ker u™ @ Im u™.

Siy € keru™ NImu?, alors u™V(y) = 0 et il existe x dans E tel que y = uV(x); ainsi
u?N(z) = 0 donc = € keru?" = keru® d’on y = v (x) = 0. On a donc keru™ N Im vV = {0} :

M



la somme ker u?Y 4+ Im u® est directe ‘

Puis le théoreme du rang assure que dim E = dimIm «” + dimker . Ainsi on a bien :

’E:keruNGBImuN ‘

. @ Montrons que F' et GG sont stables par u.

Soit # dans F. On a donc u” (z) = 0 et ainsi 0 = u(u(z)) = u¥ (u(z), donc u(x) € F : F est
stable par u.

Soit y dans G. 1l existe z dans E tel que y = u™ (x). Ainsi u(y) = vV (u(z)) € Imu" = G : G est
stable par u.

e Montrons que g est nilpotent. Soit  dans F. On a k™ (z) = u™ (z), par définition de h. Comme
F =keru™, on a h™N(z) = 0, ce qui assure que | h est nilpotent |.

e Montrons que h est inversible. Soit y dans ker h. Comme y € Im u”, il existe  dans E tel que
y = ulV(x). Ainsi :
0= hy) = w1 (2).

Il en résulte que = € keru™+! = keru?v, donc y = 0. Ainsi ker h = {0}, ce qui signifie que h est

un endomorphisme injectif d'un espace vectoriel de dimension finie : ’ h est inversible |.

. Rappelons le résultat essentiel suivant : deux matrices de M,,(K) sont semblables si et seulement
si elles représentent le méme endomorphisme de K™.

Soit M dans M, (K). Soit u I’endomorphisme de K™ canoniquement associé & M. On applique &
cet endomorphisme u de K" les résultats des deux questions précédentes, d’ou, avec les notations
précédentes, F' et G ainsi que g et h.

Soit § une base de F' et v une base de G. Notons N = [g|s et C' = [h],. Comme g est nilpotent,
N est nilpotente. Comme h est inversible, C' est inversible. Enfin, comme E = F & G, la famille
B = Rec(f3,7) est une base de E et, toujours selon le cours :

[u],3=< 0 )

=]

0
Cela assure que M est semblable & . O
! ( 0 )



Exercices supplémentaires I
Exercice 15

Soient F et G les parties de IR® définies par :
F:{(x,y,z)GIRS\xfy+z:0 et ery:O} et G:{(x,y,z)GIR3|xfy+z:O}.

Démontrer que F, G sont des sous-espaces vectoriels de IR® en en déterminer la dimension ainsi qu’une base.

Déterminer FNG et FUGQG.
Soit f I'endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
M=|1 0 -1
0 -1 -2

Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 16
Deuz projecteurs. Soit E un K-espace vectoriel. Soient p et ¢ des projecteurs de F

1. Montrer ’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i) p + g est un projecteur.
(i) pog+qop=0.
(iii) pog=gqop=0.
2. On suppose désormais que 1'une de ces conditions est réalisée.
a) Montrer que Im (p) C ker(q) et Im (q) C ker(p).
b) Montrer que ker(p + q) = ker(p) Nker(g).
¢) Montrer que Im (p + ¢) = Im (p) ® Im ().

Exercice 17 (Corps des quaternions)
Dans My (C) on considére 'ensemble H (comme Hamilton)des matrices de la forme (

m.n mo-n\ 9 2 1 0
1. a) Montrerque(_n m)(n m >—<|TTL| +|TL|)<O 1).

b) Montrer que H est un « corps non commutatif » (pour I'addition et la multiplication induites par celles de
My (C)). H est appelé le corps des quaternions.

) ot (m,n) € C2.

2. a) H est-il un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel Mo (C)?
b) Montrer que H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel My (C) et que les quatre matrices

(10 (P00 /01 (0 i
“=lo 1 )2 Vo = )3~ 210 )% \io

constituent une base de H.
c) Calculer, dans cette base, tous les produits e;e;.

Exercice 18
On travaille dans M3(C) ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients dans C. I désigne la matrice identité

et O la matrice nulle. On pose : G = {M,;, € M3(C) | (a,b) € C*} o :

b b
Ma,b = a b
b a

> o Q

1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de M3(C) dont on précisera la dimension et une base. Vérifier
que G est stable pour le produit matriciel.



On cherche a résoudre I’équation matricielle
() M+I)*™~-1=0
avec M, matrice inconnue, dans G.

On note E le C-espace vectoriel C3 et B = (e1,e2,e3) la base canonique de E. Soient M = M, ; un élément
de G tel que b # O, u 'endomorphisme de F canoniquement associé a M et Idg, application identité de E.

Déterminer une base (e) de E; = ker(u — (a + 2b)1dg).

Déterminer une base (e}, e5) de Fy = ker(u — (a — b)Idg).

Montrer que (€}, €5, e4) est une base de E'; on la note B’.

Déterminer la matrice D de u dans la base B'.

On note P la matrice de passage de B & B'. Ecrire P et P~! en précisant les calculs.
Exprimer M en fonction de P, D et P!,

Démontrer que : M est solution de I’équation (x) si et seulement si D est solution de I’équation ().

© ® N o o W

Déterminer toutes les solutions de I’équation (x) dans G.

Exercice 19
Soient A, B et C dans My(C). Démontrer qu’il existe «, 5 et v complexes tels que aA + 8B + C' ait une valeur
propre double.

Exercice 20
Soit A dans M3(IR) telle que A # 0 et A% = 0.

1. Démontrer que A est semblable a J =

o oo~

2. Vérifier que F = {M € Ms(R) | AM + MA =

dimension.

} est un sous-espace vectoriel de M3(IR) et déterminer sa

1. Soit f I’endomorphisme de IR?® canoniquement associé A. On a f # 0 et f2 = 0. Il existe donc
a € R? tel que f(a) # 0 et on a Im f C ker f. Cette derniere inclusion implique que ker f est de
dimension 2 en utilisant le théoreme du rang. Puis f(a) € ker f, puisque f2 = 0. On complete
f(a) en une base (f(a),b) de ker f.

Jaffirme alors que la famille 8 = (f(a), ¢, a) est une base de IR?. En effet, supposons que a, 3,7
dans IR? vérifient :
af(a) + pe+~va = 0.

En appliquant f, il vient : vf(a) = 0. Comme f(a) # 0, on a v =0 et ainsi :
af(a)+ fc=0.

Mais la famille (f(a),c) est libre, donc a = g = 0.
Il en résulte que 3 est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 : c’est une
base de IR®. Mais la matrice de f dans 3 est exactement la matrice J : celle-ci est donc semblable
a A

2. e L’application g : M3(IR) — M3(IR) définie par g(M) = AM + M A est linaire : son noyau, qui
est F, est donc un sous-espace vectoriel de IR®.

e Selon la question précédente, A et 7 sont semblables : il existe P € GL3(IR) telle que A = PJP~*.
De plus Papplication ¢ : M3(IR) — M3(IR) définie par (M) = P~1MP est un isomorphisme
linéaire. En effet, la linéarité est immédiate (& écrire!) et si ¢ : M +— PM P~ Papplication ¢ o 1)
est I'identité de M3(IR).



Pour N € M3(IR) on a les équivalences :

MeF & AM+MA=0
& PJPT'M+MPJP' =0
& JPT'MP+P'MPJ=0
s Jp(M)+ e(M)J =0
Il en résulte que p(F) = G = {N € M3(R) | NJ+ JN = 0}. Comme ¢ est un isomorphisme,
dim F = dimg.
Prenons alors N € M3(IR). On a :

NeG & JN+NJ=0

(N)s1 (N)az2 (N)ags 0 0 (N)ia
< 0 0 0 +(0 0 (N)i12] =0
0 0 0 0 0 (N)1,3

On peut donc conclure que G est 'ensemble des matrices N € M3(IR) telles que :

Une matrice de G est donc décrite par 9 — 5 = 4 parametres : dim G = 4 et dim F = 4.

Exercice 21
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n sur IR. On suppose que u est de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un nombre A réel tel que u? = u.

2. Montrer que si A # 1, u — Idg est inversible et déterminer son inverse.

1. Comme u est de rang 1, dimIm u = 1.

e Supposons que Im uNkeru = {0}. Vie le théoréeme du rang on a dimIm u + dimker v = n donc

F=Imu®keru

On prend alors (e1) base de Im u et {ea,...,e,} base de keru. La famille :
B={e1,...,en}
est alors une base de E. Puis u(e;) € Im u = vect(eq) donc il existe A réel tel que u(e1) = Aey et
ainsi :
A0 .- 0
0 0
A=[ulpg=
0 -+ --- 0
A0 0 A0 0
On a alors A% = O 0 - = A 0 0 - = \A.
0 0 0 0

et ainsi |u? = \u



e Si maintenant Im u N ker u contient un vecteur non nul e; alors ce vecteur engendre Im u et on
a donc Im u C keru de sorte que u? = 0 : il existe bien X réel tel que u? = Au.

Autre méthode.
Comme Im u est de dimension 1, on peut écrire Im (u) = vect(e) ou € est un vecteur fixé de E.
On a alors u(e) € Im u, et ainsi il existe A dans IR tel que u(e) = Ae.
Prenons maintenant x dans F. Comme u(z) € Imu on dispose de «,, réel tel que u(x) = aze. On
a alors :

u?(x) = u(u(z)) = u(awe) = agu(e) = Aage = u(z)

Ceci étant valable pour tout x dans F on a bien .
. Posons . On cherche un polynéme annulateur de v avec terme constant non nul. On

a

v = w?—2u+Idp = u—2u+Idg = (A —2u— (A= 2)Idg + (A —2)ldg + Idg
= (A=2)v+(A—1)Idy

donc v? — (A —2)v — (A — 1)Idg = 0. Il en résulte, puisque A — 1 # 0 que :

vo(}\il(v—(/\—Q)IdE)> Ty = <>\i1(v—()\—2)IdE)>ov

(v—(A=2)Idg) € L(E), on peut donc dire que v est inversible avec :

1
C
omme +——

_ 1
v 1:)\_1(0—()\—2)IdE).




