PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Pratique de la trigonalisation

Commengons par une remarque. Une matrice A € M3(K) a trigonaliser « a toujours 0 pour valeur propre
triple ». Expliquons cette phrase.

— Si A admet trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.
— Si A admet deux valeurs propres distinctes A\; et A, de multiplicité géométrique 1 (sinon elle est

diagonalisable) on trouve X7 et Xo deux vecteurs propres colonnes respectivement associés a A1 et
Az et on choisit X3 € M3 1(K), simple, tel que (X7, X2, X3) soit libre. On a alors :

/\1 0 *
A=PTP ' avec T=[0 X x| e P=[X1 Xo X3,
0 0

la derniere colonne de 7' se trouvant en exprimant AX3 dans la base (X7, X2, X3), sachant que I'on
aura toujours AX3 = *x X7 + *Xo + AX3 ou A est la valeur propre double de A.

Voir dans ce cas 'exercice 2.

— Si maintenant A admet une valeur propre triple A, alors on trigonalise A — AI.

Exercice 1 1 0 1
Trigonaliser la matrice A= | -1 -1 -1

On trouve sans peine x4 = X3. Ainsi Spec(A) = {0} et A n’est pas diagonalisable (sinon elle serait
semblable & la matrice nulle donc nulle). Mais x4 est scindé sur IR donc A est trigonalisable dans
M3 (IR). La matrice A est de rang 2 et ainsi dimker A = 1. Comme la premiere colonne et la troisieme

1
colonne de A sont égales, ker A = vect (X;) ou X3 = 0
-1
T
Comme le rang de A est 2, on cherche alors Xo = | y | € M31(IR) tel que AXy = X, ce qui conduit
z
au systeme :
r+z=1
SYsz+y+z=2
y=-1
0
On choisit alors Xo = | —1
1
0 1 =« 1 0 =
Onadonc A=PTP lavecT=|0 0 x|]etP=]|0 -1 =x
0 0 O -1 1
x
On cherche enfin X5 = [y | € M31(IR) tel que (X1, X2, X3) libre et AX3 = X,. Cela amene le
z
systeme :
r+2z=0
S)z+y+z=1
y=1
-1
et on prend X3 = | 1
1
0 1 0 1 0 -1
Conclusion. Ona A= PTP lavecT=|0 0 1|etP=(0 -1 1
0 0 O -1 1 1



Remarque. Si le rang de A € M3(K) est 1 avec une valeur propre triple , qui doit étre 0, on prend (X7, X3) base
de ker A et pour compléter la matrice P, on cherche X3 tel que AX3 = X;.

Exercice 2 5 2 1
Trigonaliser la matrice B= [ -8 —3 -2
7T 4 3

On trouve rapidement x5 = (X — 1)(X — 2)2, qui est scindé sur IR, donc B est trigonalisable dans
0
M3 (IR). Comme 1 est valeur propre simple, ker(B—1TI) est une droite qui est engendrée par X1 = | 1
-2
(pour le lecteur).

3 2 1
Puis B—2I = | -8 —5 —2| est derang < 2 car 2 est valeur propre et en fait de rang exactement 2,
7T 4 1
puisque les colonnes 1 et 2 de B — 21 ne sont pas proportionnelles. Ainsi ker(B — 21) est de dimension
1
1, engendré par Xo = | —2 | (puisque C; —2C5 + C5 =0 ot....).
1

On peut noter que B est non diagonalisable (somme des dimensions des sous-espaces propres. . .).

* 0 1 *
x| et P= 1 -2 =x
-2 1

1
D’apres ce qui précede, B = PTP ! avecT = | 0

o N O

0
On complete alors la famille libre (X1, X2) en une base de M3 1 (IR) en rajoutant un vecteur indépendant
0 1
des deux deux autres, par exemple X3 = [ 0. On a de suite BX3 = | =2 | = X5 + 2X3, de sorte
1

que :



