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Devoir supplémentaire n°2. Une correction

I - Premiers résultats

1. Soit un u endomorphisme nilpotent d’indice 1, alors u = u' = 0.

I.A - Réduction d’une matrice de M;(C) nilpotente d’indice 2

On suppose que n = 2. Soit u© un endomorphisme de F nilpotent d’indice p > 2.

2. L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p > 2. p est le plus petit entier k > 1 tel que u* = 0.
Donc u? = 0 et uP~! # 0 (sinon cela contredirait la minimalité de I'entier p).
Puisque uP~! # 0, il existe un vecteur = € E tel que uP~!(z) # 0.

3. @ Soit (Mg, ..., Ap—1) € CP des scalaires tels que :
Ao+ AMu(z) +...+ )\p_lupfl(x) =0. (%)

— En appliquant 'endomorphisme u?~! & Péquation (), il vient : AguP~1(z) = 0 or uP~!(z) # 0 donc \g = 0.
L’équation (x) devient :  Aju(x) + ...+ Ap_1uP~ (z) = 0.

— En appliquant ’endomorphisme u?~2 & 1’équation (x), il vient : \yuP~!(z) = 0 or uP~1(x) # 0 donc \; = 0.
L’équation (*) devient :  Aou?(x) + ...+ Ap_1uP~(z) = 0.

— En itérant le procédé, on obtient \g = Ay =... = A2 =0.
L’équation (*) devient :  A\p_juP~!(z) = 0. Or wP~!(z) # 0 donc A\,—1 = 0.

— Finalement, Vi € [|0,p — 1]}, \; = 0, donc la famille B = (§,11(§),...MNv OO(§)) est libre.
Ainsi la famille (u*(z))o<k<p—1 est libre.

e L’espace vectoriel E/ est de dimension 2, donc toute famille libre est de cardinal inférieur ou égal a 2.
La famille libre (u*(z))o<k<p—1 est de cardinal p, d’ott p < 2. Or p > 2 donc p = 2.

4. Comme u est nilpotent d’indice 2 d’apres la question précédente, v # 0 et u? = wou = 0, on sait d’apres
le cours qu’alors Im (u) C ker(u) donc dim(Im (u)) = rg(u) < dim(ker(u)). Or, d’apres la formule du rang
appliquée & ’'endomorphisme u de IR?, il vient 2 = dim(Im (u)) + dim(ker(u)). Puisque rg(u) > 0 car u # 0, on
ne peut avoir que dim(Im (u)) = dim(ker(u)) = 1. Par inclusion et égalité des dimensions, on peut conclure que
Im (u) = ker(u).

5. D’apres les questions 2 et 3, il existe un vecteur x de E tel que (x,u(x)) soit libre dans E de dimension 2, le
cours nous apprend alors que B = (z,u(x)) est une base de E.
En posant y = u(z), on a u(x) =y et u(y) = u(u(r)) = v*(z) = 0, la matrice de u dans la base B est :

6. (=) Soit A € My(C) nilpotente et u ’'endomorphisme de C? canoniquement associé & A. Comme A, u est
nilpotent d’indice p € IN*. On traite les deux cas des questions précédentes avec E = C2.
e Sip=1, d’apres la question 1, u =0 donc A =0 et on a bien tr(A) = det(A4) = 0.
e Sip > 2, onavuen question 5 qu'il existait une base B de C? telle que [u]g = J. Comme A et J, représentent
le méme endomorphisme dans deux bases différentes, elles sont semblables (plus précisément si on note P la
matrice de passage de la base canonique de C2 & B, on a A = P.J,P~!) donc elles ont méme trace et méme
déterminant. Comme tr(Jz) = det(Jz) = 0, on a encore tr(A) = det(A) = 0.

(<) Soit A € M3(C) telle que tr(A) = det(A) = 0. On sait d’apres le cours que x4 = X?—tr(A) X +det(A) = X2.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a donc A? = 0 car x4 annule A : A est bien nilpotente d’indice
p<2

Par conséquent, on conclut par double implication que A € Ms(C) est nilpotente si et seulement si tr(A) =

det(A) = 0).



I.B - Réduction d’une matrice de M, (C) nilpotente d’indice 2

2 =yowu =0 donc

7. A nouveau, comme u est nilpotent d’indice 2, on a u
Im (u) C ker(u).

Il vient donc rg(u) < dim(ker(u)). On ajoute rg(u) de part et d’autre de cette inégalité pour avoir, avec la
formule du rang, l'inégalité

21g(u) =|2r < n|= dim(E) = rg(u) + dim(ker(u)).

8. e Comme Im (u) est de dimension r = rg(u), il existe une base (wy, ..., w,) de Im (u). Par définition de I'image,
il existe des vecteurs ey, ..., e, tels que u(ey) = wy, ..., u(e,) = w,.
e que B = (e1,u(er), ez, ulea), ..., er,u(e,)) est une base de E.

Soit (A1, f1, A2y 12, - - -5 Ay i) € C? telle que

Arer + pru(er) + Aaea + pou(en) + -+ - + Avey + prue,) =0 (x).

On compose () par u donc, comme u? = 0, il vient A\jw; + Agws + - - - + A\pw, = 0. Mais on sait que (wy, ..., w,)
est libre donc A\; = Ay = -+ = A\, = 0. Il ne reste donc plus dans (x) que piwy + pows + -+ - + ppw, = 0 qui
amene encore la conclusion p; = g = -+ = pu, = 0 car (wy,...,w,) est libre. On vient de prouver que B est
libre.

Or dim(E) = n = 2r = rg(u) + dim(ker(u)) par la formule du rang donc B admet autant de vecteurs que la
dimension de E. On peut conclure que

‘B = (e1,u(e1), ez, ules), ..., e, ue.)) est une base de E.

9. Pour k tel que 1 < k < 7, u(u(er)) = u?(ex) = 0 donc, par construction de B, la matrice de u dans B est
[U]B = diag(Jg, ey JQ) S MQT(C)

10. On raisonne comme en question 8. Comme rg(u) = r, il existe une base (ws, ..., w,) de Im (u), puis des vecteurs
e1,... e tels que u(ey) = wy,...,u(e;) = wy. Comme Im (u) C ker(u), (wi,...,w,) est une famille libre de
vecteurs de ker(u). D’apres le théoréme de la base incompléte, comme dim(ker(u)) = dim(E) —rg(u) =n—r > r
par la formule du rang, on peut trouver des vecteurs vy, . . ., v, —2, dans ker(u) pour compléter (w1, ..., w,) en une
base B’ = (w1, ..., Wy, v1,...,Vn—2-) de ker(u). Vérifions que B = (e1, u(ey), ea, u(ea),. .., er ule;),v1,. .., 0n—2p)
est une base de E. Soit (A1, ft1, Aoy (42, - - s Ay flyy 15+« - M—2y) € C? telle que

Arer + pru(er) + Aaea + poulen) + ...+ Avep + pru(er) +mv1 + . oo+ PeorUn—or = 0 (%).

On compose (*) par u pour obtenir \jw; + Agwa + ... + Ayw, = 0. Or (wy,...,w,) est libre donc \y = Ao =

... = A = 0. Il ne reste donc plus dans (x) que pywy + pows + ... + prwy + Mvy + ... + Np—2,Vp—2, = 0 qui

amene encore la conclusion 1 = ps = ... = g =191 = ... = Np_a, = 0 car B’ est libre (c’est une base de

ker(u)). Ainsi, B est libre.

Comme B admet autant de vecteurs que la dimension de E. On peut conclure que B = (ey,u(e1), ea, u(ez), ..., e, ule,), vy, .

est une base de E.

11. Pour k tel que 1 < k < r, on a u(u(ex)) = u?(ex) = 0. Pour k tel que 1 < k < n —2r, on a u(vg) = 0 car
v, € ker(u) donc, par construction de B, la matrice de u dans B vaut [u]g = diag(Ja, ..., J2,0,—2,) € M, (C).

I.C - Valeurs propres d’une matrice nilpotente

12. Supposons A nilpotente d’indice p. Soit A € Spec(A). Il existe alors X € M,, 1(C) non nul tel que AX = X et
on obtient trés vite A”X = A X donc A’X = 0 d’ott \? = 0 et ainsi A = 0, puisque X est non nul. De plus 0
est bien une valeur propre de A puisque A est non inversible.

Conclusion. 0 est I'unique valeur propre de A.

13. Supposons que A dans M,,(C) soit diagonalisable et nilpotente. Comme Spec(A) = {0}, A est semblable a la
matrice nulle, donc A = 0,,.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

e Si x4 = X", d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x4(A) = 0 donc A™ = 0 et A est bien nilpotente.
e Supposons que A est nilpotente. Comme x4 est scindé sur C (D’Alembert-Gauss), on peut écrire x4 comme
n

un produit de facteurs du premier degré : x4 = H(X — ag). Mézalors, chaque «; est valeur propre de A donc
k=1
égal a 0. Il en résulte que y4 = X".

Soit A € M,,(C) dont 0 est 'unique valeur propre. On a alors x4 = X", donc A est nilpotente.

e Soit A une matrice triangulaire de M,,(C) & diagonale nulle. Alors x4 = X™ donc A est nilpotente selon la
question 14.

e Soit A une matrice nilpotente. On a alors x4 = X™ qui est scindé. Ainsi A est trigonalisable, donc est
semblable & une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,
donc a diagonale nulle.

Soit A € M,,(C) nilpotente d’indice p et P = XPQ € C[X] avec Q € C[X].
Alors, comme P(A) = APQ(A) et que AP =0, on a bien P(A) = 0.

Comme P est un polynéme annulateur de A, on sait d’apres le cours que toute valeur propre de A est racine de
P. Or 0 est la seule valeur propre de A nilpotente d’apres la question 12.

q
D’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, on peut écrire Q = H(X — k)™ ol Ay, ..., Ay sont les différentes
k=1
racines de @ et mq, ..., my leurs multiplicités respectives. Comme Q(0) # 0, aucune de ces racines n’est nulle.
q

Par conséquent, Q(A) = H(A — MeIp)™* d’apres les relations sur les polyndmes de matrice.

k=1
Or, pour k tel que 1 < k < g, le complexe Ay n’est pas valeur propre de A puisque Spec(A) = {0} d’apres la
question 12, ainsi la matrice A — Ai1,, est inversible. En tant que produit de puissances de matrices inversibles
(autrement dit GL, (C) est stable par produit, ¢’est méme un groupe pour la loi x),

‘ Q(A) est inversible. ‘

Comme P(A) = A™Q(A) = 0, en multipliant & droite par Q(A)~!, on obtient A™ = 0. Mais par définition de
l'indice de nilpotence de A, A #0,A%2 #0,...,AP~1 £ 0 et AP =0, ce qui justifie que m > p. Ainsi,

’ P=X"Q = XP(X™ PQ) est bien un multiple de XP. ‘

Réciproquement, méme si ce n’est pas demandé, si P = XPQ avec Q € C[X],ona P(A) = APQ(A) = 0xQ(A) =
0 donc P annule A. Par double implication, on a montré I’équivalence suivante,

’si A est nilpotente d’indice p et P € C[X], P(A) = 0 <= XP? divise P. ‘

Autrement dit, méme si la notion est hors programme, le polynéme minimal de A nilpotente d’indice p est XP.

I.D - Racines carrées de matrices nilpotentes
I.D.1)
20. Comme les deux dernieres colonnes de A sont respectivement 3 fois et —7 fois la premiere qui est non nulle, on

arg(A) = 1. Il vient donc

‘rg(A):lettr(A)zl—t—(ﬁ—?:O.

D’apres le cours, on sait que lordre de multiplicité de 0 dans x4 est supérieur ou égal & dim(Ep(A)) =
dim(ker(A)) or dim(ker(A4)) = 3 —rg(A) = 3 — 1 = 2 par la formule du rang. Ainsi, (X — 0)2 = X? divise
Xa. Par conséquent, comme Y 4 est de degré 3 et unitaire, on a x4 = X2+ aX?. De plus, le cours nous apprend
que a = —tr(A) =0 car y4 = X3 —tr(4)X?% +... — det(A). Finalement,



21.

22.

23.

Par le théoreme de Cayley-Hamilton, A? = 0 donc A est nilpotente. Un calcul élémentaire montre que A2 = 0. On

1 1
pouvait aussi dire que A = XY avec X = [2 ]| et Y = [ 3 | donc A2 = XYTXYT = (Y| X)XYT = (X|YV)A
1 -7

car (Y|X)=YTX. Comme (X|Y)=1x1+2x3+1x(=7) =0, on & nouveau A2 = 0, d’ott

‘ A est nilpotente d’indice 2. ‘

0 0 O

1 0 0] =T ce qui revient, par la formule de
0 00

changement de base, & trouver une base B = (v1,v2,v3) de C? telle que [u]g = T.

11 s’agit donc de trouver vy, ve, v3 linéairement indépendants tels que u(vy) = ve, u(vy) = u(vs) = 0.

Procédons par ordre :

e on cherche vy tel que v2 = u(vy) # 0 or, comme rg(u) = 1 et Im (u) = vect(X), il suffit de prendre

vy = X = (1,2,1).

e on cherche v; tel que u(v1) = v2 ce qui nous conduit & prendre v; = e; = (1,0,0) d’apres la matrice A.

e on cherche vs tel que u(vs) donc vs € ker(u) qui est le plan d’équation = + 3y — 7z = 0 d’apres la matrice A,

il suffit de prendre n’importe quel vecteur de ce plan qui n’est pas colinéaire a vy, par exemple vz = (3, —1,0).

On cherche & montrer que A est semblable a diag(Js, J;) =

1 1 3
Réciproquement, B = (v1,v2,v3) est bien une base de C? car en posant P = |0 2 —1 | qui est la matrice de
01 0

la famille B dans la base canonique de C?, on a det(P) = 1 # 0 donc P est inversible.

Par construction, u(v1) = va, u(ve) = u(vs) = 0 donc [u]g = T. Comme A est la matrice de u dans la base
canonique, A et T représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes donc elles sont semblables.
Plus précisément, la matrice P définie ci-dessus étant la matrice de passage de la base canonique & B, on a

0 0 O 1 3 -7
A=PTPtavecT=|1 0 0] =diag(Js,J1);deplus P~t=[0 0 1
0 0 O 0o -1 2
car on a clairement e; = vy, ea = 3v; — v3 et e3 = vy — 2e5 — €1 = Vg + 203 — 6V — v = —Tvy + Vo + 2v3.

Si R? = A, comme A? = 0, il vient R* = (R?)?2 = A2 = 0 donc R est nilpotente. Puisque R? = A, on a p? = u.
Ainsi, pou = p? = uo p donc p et u commutent. On sait d’aprés le cours qu’alors

’Im (u)etker(u) sont stables par p et p est nilpotent car R Dest.

Soit toujours R € M3(C) telle que R? = A, posons R’ = P~1RP comme proposé par ’énoncé avec la matrice
P de la question 21. Par la formule de changement de base, R’ est la matrice de p dans la base B.

- Comme Im (u) est stable par p, il existe d € C tel que p(ve) = dvs.

- Comme ker(u) est stable par p, il existe (e, f) € C? tel que p(vs) = eva + fvs.

- 11 existe aussi (a, b, c) € C3 tel que p(v1) = avy + bvg + cvs.

a 0 O
Ainsi, " = [ b d e ].Soit A € C, en développant le déterminant x g (A\) = det(Al3 — R’) par rapport & la
c 0 f

premiere ligne, on obtient directement x g (A) = (A — a)(A — d)(A — f) donc xp = (X — a)(X — d)(X — f).
Mais comme R’ est nilpotente, car p I'est, d’aprés la question 22, on a yg = X? d’aprés la question 14. Par

0 0 0 0 0 0
conséquent :a =d=f=0dou R = [b 0 e].On calcule alors 2 = [ce 0 0. Comme R? = A
c 0 0 0 0 O
équivaut & R? = P 1R?P = P~ 1AP = T, la condition R? = A se traduit par ce = 1. On obtient donc
00 O
R=[b 0 1/c| avecbe Cetce C*.
c 0 0

Réciproquement, si R’ est de la forme précédente, alors R’? = T (par calcul) donc R? = PR?P~! = PTP~! = A.
Ainsi, par double implication, pour R € M3(C), on a ’équivalence :

0 0 O
RP=A«<= R =1|b 0 1/c| avecbe Cetce C*.
c 0 O




Comme R = PR'P~!, on a la nouvelle équivalence grace a la question 21, toujours pour R € M3(C) :

b+3c 3b+9c—(1/c) (2/¢c)—Tb—2lc
RP=A+=R=|2b—c 6b—3c—(2/c) (4/c)—14b+Tc| avec b€ C et c € C*.
b 3b—(1/c) (2/c) — b

1.D.2)

On se propose dans cette question d’étudier I’équation matricielle R? = J;.

0 0O
24. Soit R € M3(C) telle que R = J3, alors |R* = (R)2=J2= [0 0 0| = E3| (matrice élémentaire) donc
1 0 0

RS = RIR? = J3E3; = 0. ‘ Comme R est nilpotente, yg = X d’apres la question 14, donc R? = 0 d’apres le

théoreme de Cayley-Hamilton. On en déduit que R* = R®*R = 0 ce qui est incompatible avec R* = Fj ;.

‘Il n’existe donc aucune solution de I’équation R? = J3 dans M3(C). ‘

1.D.2)

25. On raisonne par I'absurde en considérant une matrice R € M,,(C) telle que R? = V. Comme V? = 0, on a
R?* = (R?)P = VP = 0 donc R est nilpotente. A nouveau, d’apres la question 14, xg = X™ donc R"™ = 0 (toujours
Cayley-Hamilton). Or, par hypothese, on a 2p — 1 > n donc 2p — 2 > n. Mais V est nilpotente d’indice p donc
VP—l = (R%)P=1 = R?P=2 £ (). Ceci est impossible car 2p—2—n > 0 et R?~2 = RPR?»=2"" = 0 x R?P=27" = (.

’ Si Ve M,,(C) est nilpotente d’indice p tel que 2p — 1 > n, V n’a pas de racine carrée dans M,,(C). ‘

26. Soit n > 3, grace & la question 23, on pose V = diag(Ja, J1,...,J1) = diag(T,0,—3) = E21 € M, (C). Les

0 0 0
calculs qui précédent montrent que si on pose R3 = |0 0 1| (en prenant b =0 et ¢ = 1 dans la question 23
100

par exemple) et R = diag(R3,0,_3), on a R? = diag(R3,0,,_3) = diag(T,0,,_3) = V. De plus, V est nilpotente
d’ordre p=2 > 2 car V # 0 et V2 = diag(T?,0,,_3) = 0. Ainsi, si n > 3,

‘ V = E5 1 est nilpotente d’indice p = 2 et elle admet pour racine carrée R = Ey 3 + Ej3 5. ‘

On pouvait le vérifier directement en se rappelant que les matrices élémentaires vérifient la relation‘ Ei By =01

ce qui justifie que E%l =0 et que (Ea 3 +E3,1)2 =FEy3F23+Es3b31+FE3 1By 3+ FE31E31=0+E1+0+0=
E271.

IT - Deuxiéme partie

II.A - Réduction des matrices nilpotentes

27. Soit y € Im (u), par définition, il existe z € F tel que y = u(x). Ainsi, u(y) = uw(u(x)) € Im (u) d’olt

’ le sous-espace Im (u) est stable par w. ‘

Cette stabilité de Im (u) par u nous permet d’induire 'endomorphisme u sur Im (u), et on note v = uiy () cet
endomorphisme induit par u sur Im (u), c’est-a-dire v : Im (u) — Im (u) défini par v(y) = u(y) si y € Im (u).

Comme uP = 0, pour y € Im (u), toujours avec x € E tel que y = u(x), on a vP~1(y) = uP~(u(z)) = uP(z) =0
donc

‘vp_l = 0 et v est nilpotent d’indice ¢ < p — 1 (par minimalité de q). ‘

Comme uP~1 £ 0, il existe par définition un vecteur = de E tel que uP~*(z) # 0. En posant y = u(z) € Im (u),
il vient vP~2(y) = uP~2(u(z)) = uP~*(z) # 0 donc v?~2 # 0. On en déduit que ¢ > p — 1. Au final,

I'endomorphisme v induit par v sur Im (u) est nilpotent d’indice p — 1. ‘




28.

29.

30.

Cy(x) est, par construction, un sous-espace vectoriel de E en tant que sous-espace engendré par une famille
de vecteurs Soit y € Cy(z), par définition, il existe un entier m et des scalaires (Mg, ..., A\m) € C™FL tels que

m
Y= Z )\;Cu ). Ainsi, par linéarité de u, u(y) = u(Z )\kuk (x) > Z )\kukH ) € Cy(x) ce qui prouve que

‘ Cy(x) est stable par u. ‘

Posons A = {k € IN | u*(z) = 0}. Comme p € A car u? = 0, A est une partie non vide de IN et 0 ¢ A car
= Idg. La propriété fondamentale de IN permet de conclure que A admet un minimum, noté s(z) > 1. Par
conséquent,

il existe un entier s(x) > 1 tel que u*®(x) = 0 et u*@~1(z) # 0.

D’aprés la question précédente et la définition de s(x), pour tout entier k > s(x), on a u*(x) = 0. La famille

(uk(ac))kGIN engendre donc le méme sous-espace de E que la famille (z, u(z), ..., u*®~1(z)). On obtient C,(z) =

vect(uF(z) | k € IN) = vect(w,u(x),...,us(z)_l(x)) et By = (z,u(z),...,u*®"1(z)) est déja une famille

génératrice de Cy(x). Comme en question 3, on peut montrer que celle-ci est aussi libre. Recommengons :
s(z)—1

Soit (Ak)ogkss(z)—1 € C*@) telle que Z Meu®(z) = 0 (). Si on avait (Xos -+ As(z)—1) # (0,...,0), on

k=0

pourrait définir 'entier 4, = min({0 < k < s(z) — 1 | Ay # 0}) de sorte que A\g = -+- = \;,—1 =0 et \;, #0.

En composant la relation (x) par u**~'=% (on le peut car s(z) — 1 — i, > 0), on aurait donc, par linéarité
s(z)—1 s(z)—

)1

Z A @)1=tk () — 44(0) = 0, dont Neu® @17tk () — 0. Comme w5 (2) = 0, il ne reste
k=g

dans cette somme que \;, u*@~1(x) = 0. C’est impossible puisque \;, # 0 et u*®~1(z) # 0. On conclut

ce raisonnement par 1’abburde 2 Aoy 5 As@y=1) = (0,...,0). Ainsi, B, est aussi libre. Finalement, comme la

matrice dans cette base de 'endomorphisme u|c, () est facile & obtenir puisque u(u*®~1(z)) = u*@(z) =0,

0 v cer i 0
1 :

B, = (x,u(x), ... ,us(w)’l(x)) est une base de Cy(x) et Matg, (u|c, @) = | o . . = )
0 0 1 0

Pour tout entier p € IN*, définissons

H, =" siu € L(E) nilpotente d’indice p et E C-ev de dimension finie, 3t € IN*, 3(z1,...,2;) € B!, E = @Cu(arl)

e Initialisation : pour p = 1, si u est un endomorphisme nilpotent d’indice p = 1 d’un C-espace FE, alors u est
Pendomorphisme nul de E. En posant ¢t = dim(FE), on choisit une base quelconque (z1,...,z;) de E et, comme
t

Cy(x;) = vect(x;) puisque s(z;) = 1 pour tout 1 < i < t, on a bien E = vect(xy,...,2:) = @Vect(xi) =

@C (x;).

° Heredlte soit p > 1, supposons H,, vérifiée et montrons H,;. Prenons donc un C-espace vectoriel E et u un
endomorphisme de F nilpotent d’ 1ndlce p+1. Comme p+1 > 2, la question 27 nous apprend que ’endomorphisme
U = U|rm () est nilpotent d’indice p dans le C-espace Im (u). L’hypothése H, s’applique a v et fournit I’existence
d’un entier ¢ > 1 et de ¢ vecteurs yq, ...,y de Im (u) tels que

u) = @Ow(yz)




Sil<i<til eX1ste r; € E tel que y; = u(z;). Comme v*(y;) = vF(u(x;)) = uFt(z;) pour k €
IN, s(xz;) = s(y;) + 1 (avec les notations de la question 28). Ainsi, C,(y;) = Vect(yi,...,vs(yi)_l(yi)) =
vect (u(z;), ..., u*@)71(z;)) donc

Chu(x;) = vect (mi, w(zi)y .., us(z"’)_l(xi)) = vect(z;) + vect (u(xi), R us(z"’)_l(xi)) = vect(z;) + Cy(yi)-

Or z; & vect (u(z;), ..., u*@)~1(z;)) puisque la famille By, = (z;, u(x;), ..., u*@)1(2;)) est une base de C,,(z;)
d’apres la question 29, on en déduit donc que C,(z;) = vect(x;) ® C,(y;) d’out

Vi € [1,¢], dim (C’u(xz)) = dim (Cv(yi)) + 1.

Vérifions que Z Cy(z;) est une somme directe, ce qui revient, en posant F = (B,,, ..., Bs,) la famille formée en
i=1

concaténant les bases des sous-espaces Cy,(;), & montrer que F est libre. Soit (\; ;) 1<i<e € Co@)+Fs(@e)
0<y<s(2y) -1

une famille de scalaires telle que

On applique u & cette relation et on obtient, puisque u*®)(z;) = 0 pour 1 < i < t d’apres la question 28 :

¢t s(zi)—2 t s(wi)-1
SR SSTTEIIIS o SIS
=1 j=0 i=1 f=
Puisque Im (u @ Co(y:) @ vect (u(z;), . . . ,ut@)—1 (z;)) par hypothese, la relation ci-dessus n’est possible

que si tous les scalalres de cette combinaison linéaire sont nuls. Il ne reste donc dans la relation (1) que

t

Z Ai,s(a:i)71’115(“)_1(xi) =0.

=1

Or, si 1 <i <t, u?@)~1(z;) appartient & C,(y;) et, encore une fois, on a la somme directe Im (u) = @ Cy(y:),

ce qui permet de conclure que Ay s(z)—1 =+ = At 5(2,)—1 = 0. Au final,

t t
la famille F est bien libre et Z Cul(z;) = @ Cu(x;)-
i=1

i=1

A nouvean, si 1 < i < t, u®)(z;) = 0 donc u¥*)~1(z;) € ker(u). La famille G = (u¥®) = (z;), ..., us@) 1 (x))
est donc une famllle libre (en tant que sous-famille de la famille libre F) formée de vecteurs de ker(u).
Or, en posant n = dim(E) et r = rg(u), la formule du rang appliquée & u prouve que

dim (ker(u)) = dim(E) — rg(u) =n — 7.

Le théoreme de la base incomplete, puisque G est de cardinal ¢, justifie qu’on peut trouver n — r — t vecteurs
€1, ., en_r_¢ dans ker(u), tels que B’ = (us(wi)’l(xi), e ,us(wf)*l(:rt), €1, e,y en,r,t) est une base de ker(u).
t
Posons F' = @ Cy(x;) qui admet pour base la famille F et G = vect(eq, ..., en—r—t) debase G = (e1,...,€n—r_t)
=1
(sous-famille de la famille libre B"). Vérifions que F' et G sont en somme directe. Considérons donc des scalaires
(Nij) 1<i<e € Cs@)++5@0) ot (up)1<henr_t € CP777 tels que

0<j<s(wy)—1

t s(xi)—1 n—r—t
Z z JU Z € — 0
i=1 ;=0
t s(zi)—1
Comme avant, on applique u a cette relation pour avoir Z Z /\1‘75_11/(:177;) = 0. Les scalaires de cette
i=1 (=1

t
combinaison linéaire sont nuls car Im (u) = @ Cy(y;). 1l ne reste donc dans (2) que Z )\Ls(mi),lus(“)*l(xi) +
i=1 '



31.

I1.B

32.

n—r—t
E er = 0 et, 14 encore, la liberté de la famille B’ montre que tous ces scalaires sont nuls. En conclusion, F
k=1

t
et G sont en somme directe. De plus, comme F = @C’u(mz) et G=(e1,. ., En_r_t),

i=1

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = (3 dim (Cu(z:) ) +n =7 1,

t
d’ou, comme dim (Cy(x;)) = dim (Cy(y;)) +1si 1 < i < tetr = r1glu) = Zdim (Co(y:)) car Im (u) =
i=1

@ Cv(yi) :
=1

dim(F + G) = (Z(dim(C’q,(yi))Jrl))+n—r7t:r+t+n—r7t:n:dim(E).

=1

Comme F + G C E, I'égalité des dimensions de F' + G et de E implique l'égalité £ = F & G. Enfin, comme

n—r—t
uler) =0si 1 <k <n—r—t sleg) =1, Culer) = vect(er) et G = vect(eq,...,ep—r_t) = vect(ey) =
n—r—t h=t
@ Cy(er) donc
k=1
t n—r—t
E=(DCu)) o ( P Culen)
i=1 k=1

et la propriété H,,; est démontrée.
Le principe de récurrence permet de conclure que H,, est vraie pour tout entier p € IN*. Ainsi,

¢
si E est un C-espace de dimension finie et u € £L(E) nilpotent, 3t € IN*, I(x1,...,2¢) € E', E = @ Cyu(;).

i=1

¢

Dans une base adaptée a la décomposition £ = @ Cu(x;), c’est-a-dire dans une base B = (B, ..., B;,) obtenue
i=1

en concaténant les bases B, de Cy(z;) vues a la question 29, la matrice de u se trouve directement avec les

résultats prouvés dans cette méme question :

‘ [U]B = diag(,]s(zl), ey Js(zt)).

- Partitions d’entiers
k
D’apres la question 30, il existe k € IN* (avec k = t) et x1,...,x des vecteurs de E tels que E = @ Chu(;).
i=1
En passant aux dimensions dans cette somme directe, on obtient grace a la question 29 :
k
n=dim(F) = Zdim (Culz;)) = Z s(x4).
i=1 =1
Comme a la question 31, il existe une base de E adaptée a cette décomposition, du type B = (By,, ..., By, ) obte-
nue en concaténant les bases B, des Cy(z;). On sait que [u]p = diag(Jy(z,), - - - Js(z,,)). Quitte & renuméroter les
vecteurs xy, ..., %, on peut supposer que s(z1) = -+ > s(xg) = 1. Alors o = (8(3:1), .. .,s(xk)) = (a1,...,0k)
est une partition de n = s(z1) + -+ + s(zk) et B = (By,,...,Bs,) (aprés renumérotation) est une base de E
telles que

\ [l = diag(Ja(zy)s - - - Ja(er)) = diag(Jo,s - s Jay) (notée N,). \




33.

34.

35.

36.

a—1 a—j

Par définition, J, = Eit1,.511<j<a—1etquon suppose que JJ FE;.;;, alors
+ +7,

i=1 i=1

a—j a—1 —(j+1)
i+1
T = (E Eerj,il) x (Z Eiz+1,i2) § :E’L1+J i X Eiy i1 = E Eitji—1 = § : Eiyjti

11=1 io=1 i1=2 i1=2

car Ej 4 X Eiq14, = 0 sl ig # 41 — 1 toujours en utilisant la relation F; jE,; = 0;,E;; et en ef-

fectuant le changement i = i1 — 1 dans la derniere somme. Par principe de récurrence, on a montré que

Vi e [1,qa] E Eii;i (R

a=j
Si0<j<a—1,onalJl= Z Ei4;i (ca marche méme si j = 0 car J2 = I,,) donc J7 est constituée de 1 sur

i=1
la j-ieme sous-diagonale (et il y a o — j fois le chiffre 1) et de 0 partout ailleurs. Le rang d’une telle matrice est

clairement « — j. De plus, pour j = a dans (R), on obtient J¢ = 0, donc

‘V] a, 1g(J1) =0 et Vj € [0, — 1], rg(Jg):a—j.‘

Ce qui précede justifie, puisque J@ ™1 = E,1 # 0 et J* =0, que

‘ J est nilpotente d’indice a. ‘

Par hypothese, u est nilpotent d’indice p donc N, = [u]lg = diag(Ja,, ..., Ja,) (voir question 32) est aussi
nilpotente d’indice p. Par calcul par blocs, pour tout m € IN, NJ* = Matg(u™) = diag(J7,...,J7). Ainsi,

ay? "

a1

‘N(‘;‘l = diag(J2,. .., J1) = diag(0, ..., 0) :0\

car si 1 <@ <k, a; < aq done JG! = 0 puisque J,, est nilpotente d’indice o; d’apres la question précédente.
De plus,

No—t =diag(Jg 1, ..., J3 1) #0

car J21~1 £ (0 d’apres la question 33. Tout ceci permet de conclure que a1 est I'indice de nilpotence de N,
o

a1 = DP.

Soit un entier naturel j, comme N, est diagonale par blocs, NJ = diag(JJ

k
=> rg(Ji)

i=1

7 ’ f P AN
,J3,) Vest aussi d’ot

Or, on a vu en question 33 que rg(Jg;i) =0sij > o et rg(Jg;i) =qa; —j si j < a;. On peut résumer ceci en
rg(J7,) = max(0,c; — j). Or, si j ¢ Aj, on a j > a; donc rg(J2,) = 0. On peut donc conclure que

k
= rg(J3) =Y rg(Ji) =) max(0,a; —j) = ¥ _(a; —j).
=1

i€EN; P€EA; P€EA;

Avec une des bases B de la question 32, [u]g = N, donc Matg(u?) = NJ pour tout j € IN*. On sait qu’alors,
rg(u’) = rg(NZ) donc d; = rg(uw/ 1) — rg(u/) = rg(N2~1) — rg(NZ) ce qui donne, avec la question précédente

G= 3 (- G-1) - Y (a—j).
1E€EN; 1 i€EA;

Comme A; C Aj_; par définition, il vient

di = Y (== +> (-G -1)= > (a—J)

i€A;_1\A; i€EA; e
= Y (G- + X [(ai— G- 1)~ (e — )]
i€A;—1\A;j i€EA;



37.

38.

39.

40.

Deplus,sii € A;_1\Aj,onaa; = j—1donc Z (ai—(j—l)) = 0. Enfin, comme (ai—(j—l))—(ai—j) =1,
i€A;_1\A;
il ne reste donc dans ’expression ci-dessus de d; que

d; = Z 1 = card(A;) est le nombre de blocs J,, dont la taille o; est supérieure ou égale a j.
€A,

Puisque tout bloc J,, est de taille supérieure ou égale a 1 par construction : k = card(A;). La question précédente
montre donc que k = d; = rg(u®) — rg(u') donc, d’aprés la formule du rang :

k=rg(ldg) — rg(u) = dim(E) — rg(u) = dim(ker(u)).

Le nombre de blocs J,, intervenant dans N, vaut donc la dimension du noyau de u. ‘

Si 1< j < n,lesentiers i € [1, k] tels que a; = j sont exactement ceux qui vérifient o; > j mais pas a; > j + 1.
Ceci s’écrit de maniere ensembliste

Ty={i €L,k | i =73}=A;\Ajs1.
Comme Aj1 C Aj, on obtient card(7};) = card(A;) — card(Ajy1) = d;j — d;41. Ainsi, avec la question 36,
dj — dj1 = rg(w’ ") —rg(u’) — (rg(w’) —rg(w’ ™)) = rg(w! ™) — 2rg(u’) + rg(u’ ).

On conclut, avec la formule du rang appliquée & w/~!, u/ et u/*! :

rg(u 1) — 2rg(u) + rg(ul )
le nombre de blocs J,, de taille exactement égale a j vaut
J

rg(
2dim (ker(u?)) — dim (ker(

U _1)) — dim (ker(uj+1)).

On sait avec la question 32 qu’il existe une base BB de F telle que [u]g = N, ol o est une partition de n. Supposons
'existence d’une base B’ de E et d’une partition ¢’ = (¢}, ...,0},) de 'entier n telles que Matp (u) = Ny.

e D’apres la question 37, le nombre de blocs de J,, (vesp. J,;) intervenant dans N, (resp. No/) vaut k =
dim (ker(u)) (resp. ¥ = dim (ker(u))). Par conséquent, k = k' et les deux partitions o et o’ ont le méme
nombre d’éléments.

e D’apres la question 34, oy = o) = p est Pordre de nilpotence de u.

e D’apres la question 38, si 1 < j < n, en notant 7 = {i € [1,k] | iy = j} et Tj = {i € [1,k] | aj = j}, on a
card(T}) = card(T}) = rg(u/~") — 2rg(u’) + rg(u/*!) donc o et o’ ont autant de termes égaux a j.

Tout ce qui précede montre (le dernier argument suffisait) que ’il existe deux bases B et B’ de F telles que

‘Ng = [u]p et N,» = Matp (u), alors 0 = o’.

On a vu en questions 32 et 39 que tout endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension n pouvait étre
représenté (dans une base B) par une matrice N, avec une unique partition o de I';,. Ceci nous conduit & poser

F={N,|oeTl,},

et les matrices de F' ne sont pas semblables entre elles.

Réciproquement, soit un ensemble G C M,,(C) contenant des matrices nilpotentes non semblables deux & deux.
Comme toute matrice M de G est semblable & une seule matrice N, de F', on peut définir 'application ¥ : G — F
telle que ¥(M) = N,. L’injectivité de ¥ garantit que card(G) < card(F'). En conclusion :

‘ le cardinal maximal d’un ensemble de matrices nilpotentes non semblables deux a deux de M,,(C) est card(T;,). ‘

On peut résumer ceci en concluant que le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes de M, (C)
vaut card(l'y,), noté traditionnellement p,, (nombres de partitions de n).
Les mathématiciens Hardy et Ramanujan ont prouvé ’équivalent suivant en 1918 :

1 2n
n ~ ——exp | m/— |.
p n——+o0 477/\/3 P 3

10



I1.C - Applications

41.

42.

On vérifie d’abord la nilpotence de A. Apres calculs,

1

A? = et A3 =0,

cCooco o
cocoo |l
coo o~
cooo

coocoo

donc A est bien nilpotente d’indice p = 3. De plus, les colonnes 2, 3 et 5 de A forment assez clairement une
famille libre, la premiére colonne de A est nulle et la quatrieme est ’opposée de la troisieme, ce qui justifie que
rg(A) = r = 3. Ainsi, dim (ker(A)) =5 — 3 = 2 donc A est semblable & N, avec o = (a1, 2) une partition de
5 avec la question 37. De plus, d’apres la question 34, on a oy = p = 3. Par conséquent, as = 5 — a1 = 2. Au
final,

‘A est semblable & N, = diag(Js, Ja). ‘

Méme si ce n’est pas demandé, cherchons une base B de C® telle que la matrice de I’endomorphisme u canoni-
quement associé & A soit N,. Cherchons parmi les vecteurs de la base canonique Beq, = (€1, €2, €3, €4, €5) un
vecteur e; tel que, d’apres la question 29, s(e;) = 3 = dim (Cu(ei)). Or,

— u(e1) =0 donc s(er) = 1.

— ufez) = (=1,0,1,1,1), u?(e2) = (—1,0,0,0,0) et u3(ez) = 0 donc s(ez) = 3.
— u(ez) = (2,0,0,0,—1), u?(e3) = (1,0,0,0,0) et u®(e3) = 0 donc s(e3) = 3.
— s(eq) = s(esz) = 3 car u(eq) = —ules).

— u(es) = (—1,0,0,0,0) et u?(es) = (0,0,0,0,0) donc s(es) = 2.

Prenons par exemple 21 = eq. Il suffit maintenant de trouver un vecteur x5 de C5 tel que s(z3) = 2 (c’est-a-dire
z3 € ker(u?) \ ker(u)) et tel que (21, u(x1), u?(x1), m2,u(w2)) = (€2, u(e2), u?(e2), x2, u(x2)) soit une base de C®.
On ne peut pas prendre es car u(es) = u?(ez). La valeur de A% nous pousse & choisir par exemple zo = €5 + €3
de sorte que u(z2) = (1,0,1,1,0) et u?(z2) = 0. Posons B = (1, u(z1), u?(21), 22, u(z2)), alors

-1 -1
0

la matrice de B dans la base canonique By, est P = 1
1
1

[l =]

0
1
1
0
0

o O OO
O R = O

Comme le déterminant de P vaut —1 (calcul facile), P est inversible donc B est une base de C° et

0 00 0 0 0 1 -1 1 0
100 0 0
01 0 0 0 0 O 0 1
[ulg = P71AP = N, = diag(J3, J2) = avec P~'=|-1 0 0 1 -2
000 00 8 8 (1) _11 31
0 00 10
Soit une matrice M € M,,(C) nilpotente et u ’endomorphisme canoniquement associé a M. On sait d’apres la
question 31 qu'il existe une base B = (B, , ..., By, ) (avec By, = (x4, ..., u*@)~1(2;))) adaptée a la décomposi-
k
tion E = @Cu(:vz) de la question 30 telle que [u]g = Ny = diag(Js(z,), - - - s Js(ay)) O 0 = (s(21),...,s(xp)) €
i=1

T,.

D’apres le cours et la formule de changement de bases pour les matrices d’endomorphisme, on sait que deux ma-
trices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes.
II suffit donc dans cette question de montrer que 2M et M7T sont des matrices de u dans d’autres bases que B.

11



43.

IL.D
44.

45.

46.

e Posons, pour 1 < i < k, la nouvelle base B, = (z;,2u(z;),...,25@) " 1us@)=1(z;)) de Cy(z;) (on n’a fait que
multiplier les vecteurs par des scalaires non nuls). Alors B’ = (B, ..., B, ) obtenue a nouveau en concaténant

les bases B, de Cy,(z;) est une base de £ et on vérifie sans peine que Matp: (u) = diag(2Js(z,), - - - 2J5(2,,)) = 2M.

e Soit, pour 1 < i < k, la nouvelle base B! = (u*®)~Y(z;), ..., u(x;),2;) de Cy(z;) (on ne fait que prendre
les vecteurs dans le sens contraire). Alors B” = (Bl ,...,B] ) encore obtenue en concaténant les bases B}, de
Cu(;) est une base de E et on a Matgr(u) = diag(JJ,,y, -, J],,)) = M.

En conclusion, ce qui précede justifie bien que

‘si M est nilpotente, les matrices M, 2M et M7 sont semblables.

On peut montrer en généralisant (en un sens & préciser) la décomposition de Frobenius de la question 30 &
toutes les matrices (pas seulement les matrices nilpotentes) qu’une matrice carrée et sa transposée sont toujours
semblables.

Soit M € M,,(C) telle que M et 2M sont semblables. Notons A la valeur propre de M de module maximal. Il
existe donc un vecteur X non nul tel que M X = AX. Alors 2M X = 2AX donc 2\ est valeur propre de 2M . Mais
comme M et 2M sont semblables, elles ont méme rang, méme spectre, méme polyndéme caractéristique, méme
trace.... En particulier 2 est une valeur propre de M. Ainsi, par maximalité du module de A, on a |2\ < |A, ce
qui impose |A| = 0. Par conséquent, M ne peut pas avoir d’autre valeur propre que 0. Mais M admet au moins
une valeur propre puisque x s est scindé dans C[X]. Ainsi, Spec(M) = {0}, et on conclut avec la question 15
que

‘si M et 2M sont semblables, alors M est nilpotente. ‘

- Un algorithme de calcul du nombre de partitions de n

Si une partition 0 = (a1, -+ , o) appartient & Y1, onal > a1 > -2 ap > let ag + -+ ax = n ce qui
impose k=net o= (1,...,1) € (IN")". Ainsi,

[Yor = (Lo 1)} €t gy = L.

Pour j = n, la relation s’écrit ¥ n = Yn.n—1+¥Y0,0 = Yn,n—1+1 d’apres I’énoncé. Or Y, ,, est ’ensemble de toutes
les partitions de ’entier n. Parmi celles-ci, une seule a un premier terme «; strictement supérieur a n— 1 et c’est
(n) (avec k =1 et ay = n). Toutes les autres ont un premier terme o; < n — 1 donc font partie de Y,, ,—1. On
vient de justifier la partition Y,, , = Y, »,—1 U {(n)}. En passant aux cardinaux, ¢, , = Ynn—1 + 1 et on a bien

‘yn,n = Yn,n-1 + Y0,0-

Soit j < n, scindons Y, ; en deux parties :

o Y, ;_1 formée des partitions ¢ = (aq,--- ,ax) tellessque j — 1> a1 2 -2 ar > let g + -+ =n.

° YTE? formée des partitions o = (aq,- - ,ap) tellesque j =a; > - 2 ap =2 let a; + -+ ap =n.
L’application ¢ : Yf]) — Y, _;; telle que (o) = (a2,...,ar) si 0 = (a1,...,a%) € Yéj]) est bien définie. En
effet, pour 0 = (a1, a9,...,a%) € YTE]J)7 onaa;=jdoncj>ay>---2apr=>letay+...+ap=n—j. De
plus, 'unique antécédent de o’ = (e, ...,ax) € Y,—;,; par ¢ est (j,a9,...,a5) € YTSJJ) ce qui justifie que ¢ est
bijective.

Comme une bijection conserve les cardinaux, on a card(Yé?j)) =card(Yn—;;).- OrY,; =Y, ;1 U YTEJJ) (réunion

disjointe) donc card(Y,, ;) = card(Y, ;—1) + card(er’jj)) = card(Y; j—1) + card(Y,—; ;). Par conséquent,

Yn,j = Ynj—1+ Yn—jj-

Considérons maintenant deux cas :

- si j <n —j, alors min(n — j, j) = j donc la relation ci-dessus s’écrit bien ¥, ; = Yn,j—1 + Yn—jmin(n—j.j)-

-si j > n —j, comme le plus grand élément d’une partition de ’entier n — j ne peut clairement pas excéder
n—jg,onaY, ;=Y 5, =Y jininmn-jj dONC Yn—j;i = Yn—jmin(n—j,j) € On a & nouveau y,; =
Yn,j—1 + Yn—j,min(n—j,5)-

On vient de prouver que si j < n, on avait bien ¥, ; = Yn,j—1 + Yn—jmin(n—j,j) dans tous les cas. Si on inclut le
cas j = n de la question 45,

‘VJ' € [2,7], Ynj = Ynj—1 + Yn—jmin(n—j.j)-
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47. On connait yp,0 = 1. Les exemples de I’énoncé au début de la question II.B montrent que y11 =1, y22 = 2,
Y21 =1,y33 =3, y32=2et y31 = 1. D’apres la question 44, on a aussi y4,1 = y51 = 1.
On se sert ensuite de la formule de récurrence ¥, ; = Yn ;-1 + Yn—j,min(j,n—j) POUT avoir Yy o = Ya1 + Y22 = 3,
Y13 =Ya2ty11 =4 et ysq = ys3+1 =5 (d’apres la question 45) puis ys 2 = y5,1+¥s,2 = 3, Ys,3 = Ys 2 t¥y2,2 = 5,
Ysa =Ys3+Yy1,1 =6et ys 5 =ys4+1=7. On pouvait aussi compter en décrivant de maniere exhaustive les en-
sembles Yy 4 = {(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1, 1)} et Y55 = {(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1}.
Voici le tableau récapitulatif des y, ; pour 1 <j<n<5:

Ynj || J=1 =2 j=3 j=4 j=5
n=1 1

n=2 1 2

n=3 1 2 3

n=4 1 3 4 5

n=>5 1 3 5 6 7

48. Il suffit d’utiliser la formule de récurrence y; j = ¥; j—1+¥i—j min(i—j,5) avec 1 < j < i avec les conditions initiales
Yr,1 = 1 si 1 <k < n pour obtenir la valeur de y,, .

On peut écrire cette fonction en style récursif

def Y(n)
def Z(m,j)
if m=—20 :
if j =20
return 1
else
return 0
else
if j =20
return 0
elif j =1
return 1
else
k = min(j ,m-j)

return Z(m,j—1)+Z(m-j , k)
return Z(n,n)

ou en style impératif

def Y(n)
T = [[0]*(n+1) for _ in range(n+1)]
T[0][0] =1
for n in range(1l,n+1)

To][1] =1
for n in range(2,n+1)
for j in range(2,n+1) :
Tn][j] = T[n][i—1] + T[n—j][min(j,n-j)]
return T[n][n]

Comme Python ne mémorise pas les résultats intermédiaires dans la version récursive, la complexité ne doit
pas étre tres bonne et cette option est donc peu pertinente. Par contre, la complexité (temporelle et spatiale)
de la fonction en mode impératif est en O(n?) : classique lorsqu’on veut calculer les éléments d’un tableau
bidimensionnel.

On obtient par exemple, en plus des 5 premiéres lignes vues a la question 47 :

Yng || J=1 =2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9 j=10
n=6 [ 1 4 7 9 10 11

n=7 || 1 4 8 11 13 14 15

n=8 || 1 5 10 15 18 20 21 22

n=9 || 1 5 12 18 23 26 28 29 30
n=10 | 1 6 14 23 30 35 38 40 41 42
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49.

Et, si on s’intéresse uniquement aux nombres de partitions p,, = yy, », alors (voir https ://oeis.org/A000041) :

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490

n (|1 2 3 4
pn) |1 2 3 5

D’apres la question 40, p(n) = yy,, est le nombre de classes d’équivalence dans ’ensemble des matrices nilpotentes
de M,,(C) pour la relation d’équivalence “étre semblable &” (relation de similitude). Par exemple, pour n = 5
comme dans I’exemple de la question 41, comme les 7 partitions de 5 sont données par

I's ={(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1)},

toute matrice nilpotente de M5(C) est donc semblable & I'une des 7 matrices suivantes :

0000 0 0000 O 0000 O 0000 O
10000 10000 10000 10000
Nsy=[0 10 0 0, Nupy[0 1 0 0 0f,Nsayy=[0 1 0 0 0|, Nssp=]0 1 0 0 0
0010 0 00100 0000 O 0000 O
00010 0000 O 00010 00000
0000 O 0000 O 0000 O
10000 1000 0 00000
Naan=10 0 0 0 0|,Noiany=[0 0 0 0 0f[,Nysi1iy=1]0 0 0 0 0
00100 0000 O 0000 O
0000 O 0000 O 0000 O
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