PC, lycée Joffre 2024-2025

Un probleme d’algebre linéaire, niveau +, une correction

Partie I

1. a. e Siz €ker L on a L'(z) = 0 donc L(L!(x)) = 0 et ainsi L (x) = 0 donc ‘ker L' C ker LT,

e Siy € Im L' alors il existe x dans E tel que y = L™ (x) = L}(L(x)) donc y € Im L¢ et ainsi
Im L1 C Tm L’

e Supposons que ker L! = ker L', Le théoréme du rang affirme alors que :

dimIm L = n — dimker L' = n — dimker L'"! = dim Im L'
Avec I'inclusion Im L'+ € Im L* on peut conclure que Im L? = Im L+,
Réciproquement, supposons que Im L? = Im L', Le théoreme du rang permet encore de dire

que : ' '
dim ker L't! = dim ker L’

et I'inclusion ker L? C ker Lt entraine I’égalité ker L* = ker LiT1.

Conclusion. On a |Im L* = Im L't < ker L' = ker L1 ‘

e Supposons maintenant que Im L? = Im L**!. On a alors L(Im L) = L(Im L**!) i.e. Im L+ =
Im L2 ce qui entraine sans peine (& écrire...) que Im L7 = Im L’ pour tout entier j > 1.

b. Supposons que ker L! # £. Raisonnons par I’absurde et supposons que ker L? = ker L1, D’apres
la question précédente, cela entraine que Im L7 = Im L? pour tout entier j > i. Prenons j = i+p.
Comme LP = 0 il vient Im L**? = {0} donc Im L* = {0} ce qui impose ker L! = £ et amene
donc une contradiction.

c. e D’apres la question 1 on a déja :

ker I° = {0} Cker L C --- C ker LP = &.

Pour i dans {0, ...,p} notons d; la dimension de ker L’. La suite (d;)o<i<p est donc croissante.
Raisonnons par ’absurde et supposons qu'il existe ¢ dans {0,...,p — 1} tel que d; = d;4;. On
a alors ker L' = ker L' et le méme raisonnement qu’a la question 1b. ameéne Im L = 0 ce qui
contredit le fait que p soit I'indice de nilpotence de L.

Conclusion. La suite (d;)o<i<p est strictement croissante.

e Pour tout i dans {0,...,p — 1} on a d; < d;4+1 et, puiqu'il s’agit d’entiers, il vient d; +1 < d;j41.

Avec dy = 0 on obtient alors d; > i pour tout ¢ dans {0,...,p}. En particulier d, > p; mais
dp = n puisque LP = 0 donc n > p ce qui implique .
e Supposons maintenant que p = n. On a dy = 0 et d; > i pour tout i € {0,...,n} ce qui

contraint chaque d; a étre égal a .

Conclusion. Si p = n, on a dimker L' = i pour tout i dans {0,...,n}.



2. a. Puisque L" est de rang n — h, L" n’est pas I’endomorphisme nul. Il en résulte que h < p donc,
avec les notations ci-dessus dj, = h (via le théoréeme du rang) et on a toujours :

do=0<dy---<dp=h.
Cela contraint encore d; = i pour tout ¢ € {0,...,h} donc (par le théoreme du rang) :
rg(L') = n — i pour tout ¢ dans {1,...,h}.
b. L’application A est correctement définie (puisque L(Im L?) = Im L*1), linéaire (puisque L est

linéaire). Le théoreme du rang affirme alors que :

dimIm L’ = dim ker A + dim Im A.

Mais on a ker A = ker L N Im L’ (pour le lecteur : facile...) et, de maniere évidente, A est
surjective donc Im A = Im L**+! et ainsi :

| dim Tm L = dim ker L N Im L + dim Tm L'+,

c. e Comme 1 € {1,...,h}, la question 2a assure que rg(L) = n — 1 ou encore ker L est une droite
vectorielle. On a alors deux cas :

— ou bien ker L ¢ Im L" i.e. ker LNIm L" = ker L;

— ou bien ker L NIm L" = {0} et alors, selon la question précédente, dim Im L = dim Im L*!
ce qui implique L" = L"*1 et (raisonnement déja vu) il vient L" = 0 ce qui est impossible
puisque rg(L") = n — h.

On est donc dans le premier cas et ainsi I'égalité de la question précédente amene :

dimIm L" = 1 + dim Im L1,

Ainsi rg(L"*1) = n — (h + 1). On itére alors ce raisonnement jusqu'a h = n — 1 ce qui améne
rg(L" 1) =1 et rg(L") = 0.

Conclusion. ’L’indice de nilpotence de L est n ‘

3. a. Tout d’abord, pour tout = dans F on a M"(x) = L"(x) = 0, donc M™ = 0 et mieux, selon Ic,
M" = 0. Ainsi F =ker M".

Soit maintenant j dans {1,...,7}. On a facilement ker M7 = ker L’ N F. Puis on applique la
question 2 avec h = 1 : pour tout k dans {0,...,n} on a dimker L¥ = k et en particulier

dimker L™ = r. Mais F = ker M" C ker L" donc (via I’égalité des dimensions).

Enfin ker L C ... C ker L” = F donc ker L7 C F donc ker M7 = ker L’ N F = ker L’ ; en
particulier ker L™ = F.

b. Soit F un sous-espace de £ stable par L. Notons r sa dimension et supposons r > 1. La question
précédent nous affirme que F = ker L".

Réciproquement chaque ker L’ pour j € {1,...,n} est un sous-espace stable par L (évident).

Conclusion. Les sous-espace de & stables par L sont exactement les sous-espaces ker L7 pour
je{l,...,n}.

4. a. Comme LP~! £ 0, un tel vecteur e existe. Puis soient ay, . .. , ap—1 des réels tels que :

p—1
Z ;L' (e) = 0.
=0



On applique LP~! & cette égalité. Comme LP = 0 il reste agLP~1(e) = 0 donc oy = 0 puisque
LP~1(e) # 0. 1l reste alors :

p—1
Z a;Li(e) = 0.
=1

On applique LP~2 & cette égalité pour obtenir a; = 0. En itérant cette procédure on obtient :

ap=a1=...=ap_1=0

donc |la famille (e, L(e), ..., LP~1(e)) est libre|.

b. e Soient u, v dans E* ainsi que A réel. Tout d’abord L(u) est bien un élément de E*. Puis on a :
"Lu+ )= (u+ )oL=uoL+ oL ="L(u)+ \NL(v)

donc 'L est bien un endomorphisme de £*.

e Montrons que pour tout i dans IN on a {(L?) = (*L)!Si on a {L?) = (*L)* pour un certain i € IN
alors pour tout v dans £* on a :

(L) (w) = Lo (L) (w) ="Lo(L))(u)
= L(uo L)) = wo L'*' = (L") (u)

donc (*L)i*! = (L), Comme (L) = ¥ L), on peut conclure par récurrence.

Conclusion. | Pour tout i dans IN on a {L?) = (*L)?|.

c. Notons que (‘L)? = {LP) = 0 puisque LP = 0. De plus {LP71)(¢)(e) # 0 donc {(LP) est un
—_—————

(S
endomorphisme nilpotent d’indice p de £*. La méme procédure qu’a la question 4a. permet de
démontrer que (¢,L(e), ..., (!L)P~1(¢)) est une famille libre de £* , donc ‘ H* est de dimension p ‘

d. i. Notons que H est bien un sous-espace de £ et on a dim H = n — p puisque dim H = p.

En effet, par exemple, soit (ej,...,e,) une base de & telle que (eq,...,en) soit

une base de H. On considere la base duale (e7,...,e}); pour tout u dans £* on a
n

u = Zu(ei)ef, donc (e}, 1,-..,¢e,) engendre H*, donc est une base de H*. Ainsi
o=l
dimH* =n —m.

ii. e« Montrons que H est L-stable. Soit z € H. Pour tout v € H* on a u(x) = 0. Puisque
H* = vect(e,'L(¢), ..., (!L)P~L(¢)),pour tout i dans {0,...,p— 1}, on a :

(‘L) (e)(x) =0 ie. YLY)(e)(x) =0.
Fixons ¢ dans {0,...,p—1}. On a:
(L)(e)(L(x)) =eo L' o L(z) = e o L' () = (L™ )(z) = 0.

Tout élément u de H* étant combinaison linéaire des {(L?)(¢) = (*L)(¢) pour dans {0, ...,p — 1}
on peut conclure que u(L(z)) = 0 et ainsi L(x) € H.

Conclusion. | H est un sous-espace L-stable de £ ‘




il.

. Comme dim€& =n, dimG = p et dim’H = n — p, pour montrer que & = G & H, il suffit de
montrer que G N'H = {0}. Prenons = dans G NH. Comme x € G on peut écrire :

p—1
xr = Z ;L' (e)
=0
ou les «; sont des réels.
Fixons j dans {0,...,p — 1}. Comme ('L)7(¢) € H* et x € H, on a :

(L) (e)(x) =0 ie. eolLl(x)=0.
[Son

— En prenant j =p — 1 on a LP~( Za LP~Y(Li(e)) = agLP~(e) et ainsi :

0=co P Yz) = ape o LP7!(e) = a(LP71)(e)(e).
Mais {LP~1)(¢)(e) # 0 ce qui ameéne ag = 0.
— On prend ensuite j = p — 2 ce qui ameéne o1 = 0 et en itérant ce raisonnement on

obtient :
aozalz...:ap_lz(].

On peut donc dire que z = 0 et ainsi |G NH = {0} |
Conclusion. |E =G P H |
p—1

e Montrons que G est L-stable. Soit € G. On peut alors écrire x = ZaiLi(e) ou les oy
i=0
sont des réels. Il vient par linéarité de L :

p—1 ' p—1 '
=L (Z aiL’(e)> = ZaiLHl(e)
i=0 i=0

Comme LP(e) = 0, il reste : L(x Z a; L™ (e) Z ai—1L'(e) donc L(x) est combinai-
son lindaire des vecteurs L'(e) pour i 6 {1,...,p— 1} ce qui assure que :

L(z) € vect(e, L(e),...,LP71(e)) = G.

Conclusion. \g est L-stable ‘

e Montrons que I'endomorphisme induit Lg est nilpotent d’indice p. Pour x dans G on a :
Lg(x) = LP(z) = 0

puisque L est nilpotent d’indice p. De plus Lg_l(e) = LP71(e) # 0 donc Lg_l n’est pas

I’endomorphisme nul. Ainsi ‘ Lg est nilpotent d’indice p ‘

Le sous-espace H, qui est un supplémentaire de G dans £, est de dimension n— p, strictement
compris entre 1 et n : on peut alors appliquer tout ce qui précede a ’endomorphisme induit
L. En itérant ce raisonnement on peut conclure que £ est somme directe de s sous-espaces
vectoriels & (¢ = 1,...,s) dont chacun est stable par L et a pour dimension l'indice de
nilpotence de I’endomorphisme induit par L sur ce méme sous-espace avec de plus & = G.



Partie II

5. a. Soit (U, V, W) un triplet d’endomorphismes de £. On a :
[UVoW]|=UoVoW—-VoWoU (@)
Or on a :

[U,V]oW +Vo[lUW] = (UoV —-VoU)oW+Vo(UoW—-WoU)
= UoVoW—-VoWoUl.

Avec (V) on peut donc conclure que : ‘ [U,VoW]=[UV]oW +Vo[U W] ‘

b. e Supposons que pour un certain g > 1 entier on ait [A, BY] = gaBY. Selon la question précédente
on a alors :

[A,B?™'] = [A,Bi0B]=[A,BYoB+ Blo]A,B]

= qaB%0B+ B%0 (aB)
= (¢+1)aBit.

Comme [A, B] = aB, on peut conclure par récurrence que pour tout ¢ > 1 entier on a :

’ [A, BY] = qaB1? ‘

m m

e Ecrivons P = Z aqX? On a P = Z qaqu . Mais pour tout ¢ > 1 entier on a démontré
q=0 =

que [A, BY] = qaBY, égalité triviale lorsque ¢ = 0. Ainsi on a :

m m m
Z aqlA, B = Zaqanq =aBo anqu_l = aBo P'(B).
q=0 q=0 q=1

Mais, par linéarité de M +— [A, M], on obtient de suite :

i [A,BY] = | A, Z%Bq = [A, P(B)].
q=0

Conclusion. On a ‘ [A, P(B)] = aB o P'(B) ‘

e Montrons que pour tout entier k > 0 entier, le sous-espace ker B¥ est stable par A.
Si k = 0, le résultat est évident puisqu’alors ker B¥ = kerIdp = {0}. Supposons dorénavant que
k > 1. Prenons x dans ker B¥. On prend P = X% dans I’égalité précédente et on obtient :

[A, B¥)(z) = aB*(z) =0

donc 0 = A o B¥(2) —=B¥ o A(z) donc B¥(A(z)) = 0 ce qui démontre que A(z) € ker B.
~——
=0

Conclusion. | Pour tout entier k& > 0 entier, le sous-espace ker B¥ est stable par A |.




6.

C.

a.

Question superbe!

e Considérons la famille (Idg, B, ..., B™). Cest une famille de cardinal n? + 1 dans £(£) qui
est un espace de dimension n? : elle est donc liée. Il existe alors ay, ..., a,2 réels non tous nuls
tels que :

aplde + 1B+ -+ + a,2 B™ = 0.

n2

Il en résulte que |le polynéme P = Z ap X" est non nul et annule B |.
k=0

e Considérons, comme nous invite a le faire I’énoncé, ’endomorphisme
C = dPy(B) — B o P}(B)

ou Py est un polynéme non nul de degré minimal d tel que Py(B) = 0.
D’apres la question précédente, on a [A, Py(B)] = aBo Pj(B) ce qui donne, puisque Py(B) =0 :

aBo Pj)(B) = 0.

Comme a # 0 on a Bo Pj(B) = 0 et ainsi C' = 0. Il en résulte que le polynéme Q = dPy — X P}
est un polynéme annulateur de B. Mais @ est degré < d (facile) donc @ = 0 par définition

de d. 1l vient alors : dPy = XPj donc Py = X d o0 B est un réel non nul (facile en écrivant
d

Py = Z ar X" et en identifiant...). Or on a Py(B) = 0 donc B¢ = 0.
k=0

Conclusion. ’B est nilpotent ‘

i. En utilisant les résultats de la question 3 on a de suite |rg(B"!) =1|.

ii. Soit maintenant x dans E \ ker B"~!. Soit k € {1,...,n} et x;, = B¥(x). Comme B" = 0
(puisque B est nilpotent), pour tout k dans {1,...,n}, x; € ker Bi et méme les k vecteurs
r1, ..., sont dans ker B¥. Mais (z1,...,2,) = (B !(x),..., B(z),z) est une famille libre
de £ (on le montre comme a la question 4a) ce qui assure que, pour tout k dans {1,...,n},
(x1,...,x)) est une famille libre de ker B* qui, on ’a vu, est de dimension k.

Conclusion. Avec le choix fait de , | (z1,...,z)) est une base de ker B¥ |

i. Montrons que x; est un vecteur propre de A. On a x1 € ker B et 1 # 0. Puis :
[A, B](x1) = aB(x1)

donc Bo A(z1) = 0 et ainsi A(z1) € ker B qui est de dimension 1, engendré par x;. Il existe
alors A réel tel que A(x1) = A\zy.

Conclusion. ‘xl est un vecteur propre de A|.

ii. Notons 3 la base (z1,...,x,) de E. Pour tout k dans {1,...,n}, vect(z1,..., ;) = ker B¥
qui est de dimension k et qui est A-stable. Il en résulte (voir cours) que A € T'S,(IR) i.e.
[A] a la forme suivante :

A Q@
0 &
Alg=1| . . .
0 -~ 0 &
ili. Regardons maintenant les éléments de la diagonale principale de [A]g. Pour k dans {1,...,n},

on note A, I’élément de la diagonale principale de [A]g situé sur la k-ieme colonne.



— OnalA =\
— Pour trouver \g on écrit A(xa) = yx1 + Agxz2 olt v est un réel. On a alors :

Bo A(l‘g) = ’yB(xl) —i—)\gB(ﬂjg) = \ax1.
——

=0

Ainsi :

[A, B] (1‘2) = A(.T}l) —Bo A(xg) = A(.I'l) — )\21‘1 = ()\ - )\2)1‘1

or on a aussi [A, B](z2) = aB(zr2) = ax; donc on obtient (puisque z; # 0) :

=3 —a)

— Supposons maintenant que A\ = A — (k — 1)a pour un certain k entier compris entre 1
et n — 1. La forme de [A]s permet d’écrire :

A1) =21+ + YTk + A1 Th41
oll V1, ...,Vk+1 sont des réels. Il en résulte que :
Bo A(wg) = yox1 + -+ + VeTr—1 + At 17k

et ainsi [A, B|(xg+1) = Az — (7221 + - - - + A\gr12%) a pour composante Ay — Ag41 selon
le vecteur xp. Comme on a [A, B)(zk4+1) = aB(Tg4+1) = axy on obtient :

)\kH:)\k—a:/\—ka.

On a donc démontré, par récurrence finie, que :

[(Wk € {1,...,n}) (% = A= (k— D)a).

En particulier ‘ An = A — (n — 1)a est valeur propre de A ‘

c. Supposons que z soit un vecteur propre de A associé a la valeur propre p. On a donc A(z) = px.
Ainsi :
aB(z) = [A, Bl(x) = Ao B(x) - Bo A(z) = A(B(x)) — uB(x).

11 vient donc (A — (u+ «)I) o B(z) = 0. Il en résulte que :

— ou bien B(z) est le vecteur nul;
— ou bien B(z) est vecteur propre de A pour la valeur propre o + p.

d. @ On a bien vu que A — (n — 1)« est une valeur propre de A : on peut donc choisir un vecteur
propre e, de A. On pose :

e1 = B" (e,).
Comme B"™ =0, on a e; € ker B.
De plus, selon la question précédente :
— ou bien B(e,) =0;
— ou bien B(e,) = e,—1 est un vecteur propre de A pour la valeur propre A — (n —2)a.
Dans le premier cas, e, engendre la droite vectorielle ker B (rappelons nous que rg(B) =n —1).
Alors, avec © = e,, on peut construire des vecteurs xj comme a la question 6. En désignant par

1 la valeur propre associée & x1, on sait que x, = x = e, est un vecteur propre de A pour la
valeur propre g — (n — 1)a. Il en résulte que

A—n—1a=p—(n—1a



ce qui ameéne A = u. Or on a aussi :
Tn_1B(z) = B(ey,) =

ce qui est impossible.

On est donc dans le second cas : B(e,) est un vecteur propre de A pour la valeur propre
A — (n—2)a. De plus :

— ou bien B(ep—1) =0

— ou bien B(e,—1) = e,—2 est un vecteur propre de A pour la valeur propre A—(n—3)a.
Dans le premier cas on raisonne comme ci-dessus pour aboutir & une contradiction. Ainsi, par

un raisonnement de descente, on prouve que , pour chaque k dans {1,...,n}, ey est un vecteur
propre de A pour la valeur propre A — (n — k — 1)a.

Or A est diagonalisable (car A possede n valeurs propres distinctes) et ainsi la base B =

(é1,...,en) est une base de diagonalisation de A. Enfin on a :
N 0 0 1 0
A—a
[Als = . et [Bls=
. ;
0 A—(n—1)a 0
Partie II1

7. On notera ici AB pour A o B...Par hypothese, on a : [A, B] = aB, [A,C] = pC e [B,C] = A. De
la :

aBC  =[A,B|C = ABC — BAC
BBC = B[A,C] = BAC — BCA
—aCB = —C|A,B] = CBA— CAB
—BCB = —[A,C]B=CAB— ACB

Par somme il vient (a+3)[B,C] = A[B,C]—[B,C]A = A2 — A% = 0. Il en résulte que (a+B)A =0

et comme A est non nulle, a4+ 5 = 0.

8. a) Comme [A, B] = aA, d’apres la question 6d), A est diagonalisable. Puis on a A = [B, C] donc
tr(A) = 0 et ainsi la somme des valeurs propres de A est nulle. Mais toujours d’apres la question

6d, il existe A tel que les valeurs propres de A soient : A, A — «,...,A — (n — 1)a. On a donc :
n
-1
0:ZA—(i—1)a:nA—m2)Tla.
i=1

1
11 vient donc \ = i(n —1a.

(n—(2k-1))
2

b) D’apres la question précédente, 0 n’est valeur propre de A uniquement dans le cas n impair, et
dans ce cas les (n — 1) autres valeurs propres sont non nulles.

Conclusion. Les valeurs propres de A sont alors les A\ = apour k € {1,...,n}.

Ainsi si n est pair rg(A) = n puisque A est inversible, et si n est impair rg(A) = n—1 puisque la
matrice [A]p dans A dans une base B telle que celle de la question 6d est alors de rang (n — 1).



c) o Notez qu’il n’existe pas qu’une seule telle base B...On a :

(n=3)
[Alg = ? et [Blg=
. ‘1
0 ol 0

Soit k € {1,...,n}. On a [A, C](e;) = —aey, donc :

(n—(2k 1))

AoC(er) =CoAley) —aCley) = ( 2

o a> Clex) = %(n —(2k+1)) @ Clep).

1 1
Il en résulte que C(e,,) est dans le noyau de A + §(n + 1) I qui est trivial puisque —i(n +1)

n’est pas dans le spectre de A : |C(e,) =0/

Fixons maintenant k£ dans {1,...,n — 1}. On vient de voir que :
1
C(ek) € ker (A - i(n —(2k+1)) I> = vect(€eg41)-

11 existe donc py, réel tel que C(ex) = pgers1. Puis on a :

BoCleg) — CoBler) = Alex) = Apek.

— Pour k =1 cela donne B o C(e;) = Ajeg i.e. u1B(ez) = A1eg done g = Ag.

— Lorsque k € {1,...,n— 1} il vient uxB(eg1+1) — Clex—1) = Ageg i.e. Clex—1) = (L — Ak) ek
de sorte que pr_1 = pr — Ak
On a alors :

k k
HE = M1 +Z)\z = Z)\e
=2 =1

k
— ZMO‘: lak(n—k),
p 2 2

formule également valable pour k = 1.
1
On a donc, pour tout k € {1,...,n—1}, C(e) = iak(n — k) ex+1 et Cle,) = 0.

—
La matrice de C dans la base B est donc : -
0 e 0
w0
[Cls = 0 o
0 o 0 g 0

e Le reste de la question est du calcul matriciel. . .

d) C est de rang n — 1 puisque sa matrice dans B est de rang n — 1 (noter que les p sont non nuls
pour k € {1,...,n —1}).



e) Soit F un sous-espace vectoriel de £ stable a la fois par A, B et C. On suppose que F # {0}.

n
Soit x € F' que 'on écrit x = Za:kek ou (e1,...,en) = B.
k=1
— Siz, #0ona B" !(z) =x,e; € F donc ey € F. Puis B" %(z) = 2,_1e1 + rpeo € F donc
eo € F. En itérant ce raisonnement, on obtient que tous les éléments de BB sont dans F donc
F=E.

— Supposons maintenant que z,, = 0 avec x non nul, ce qui est possible. L’ensemble {k €€ {1,...,n} | 2 #
est non vide et fini : il admet ainsi un plus grand élément que I'on note m. Il vient alors :

,

m

x = Z TEEL
k=1
m—1

B(z) = ) Tk+i€k
k=1

B™" Yz) =zne

Ainsi ey € F et 'on obtient de la méme maniére que plus haut e € F, ...e;,, € F.

1
Puis e,,11 = —C(ey) € F et ainsi de suite jusqu’a e, € F. On a encore F = &.
Hm

9. Dans cette question on a donc [4, B] = 2B, [A,C] = -2C, [B,C] = A.

a. e Supposons que pour un certain i > 1 entier on ait : [B,C?] = iC*"1(A — (i — 1)I). 1l vient
alors :

BC"™ = (BCHC = [C'B+iC" Y A-(i—1)])]|C

= C'BC+iC"™YAC - (i—1)C)

= CYCB+ A)+iCTHCA—-2C - (i —1)C)

= CTB4+C'A+iC'A—2iC* —i(i — 1)C"

= OB+ (i+1)C"(A—il)
donc [B,C*] = C""1B + (i + 1)CY(A —il).
Comme on a bien [B,C'] = A on peut conclure par récurrence. que la relation [B,C?] =
iC*" (A — (i — 1)I) est vraie pour tout i > 1.

e Existence d’une valeur propre de A. Comme [A, C| = —2C, on peut appliquer le résultat de
la question 5¢ : C' est nilpotent. Soit p I'indice de nilpotence de C' (p > 2). On a :

0=[B,CP] = pCP YA~ (p—1)I).

Ainsi Im (A — (p — 1)I) C ker pCP~! qui est distinct de &, car CP~1 # 0. Le théoréme du rang
affirme alors que dimker(A — (p —1)I) > 1 : (p — 1) est valeur propre de A.

b. e Montrons que A est diagonalisable. Soit F la somme des sous-espaces propres de A (il y en a
d’apres la question précédente). On a F # {0} et F est stable par A.

Montrons alors que F est stable par B et C, et selon 'hypothese de cette question, on pourra
conclure que & = F donc que A est diagonalisable. Soit x € F. Ce vecteur x est un vecteur
propre de A pour une certaine valeur propre A.
— On a 2B(z) = AB(z) — BA(x) = AB(x) — AB(x). Il vient donc AB(x) = (A +2)B(z), donc
B(z) € ker(1 — (A +2)I) C F.
Il en résulte que F est stable par B.
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— On a —2C(z) = AC(z) — CA(x) = AC(x) — A\C(x) donc AC(z) = (A —2)C(x) et C(x) €
ker(A — (A —2)I) C F : F est stable par C.

c. ® On va montrer que rg(B) = n — 1. Pour toute valeur propre A de A et tout x vecteur propre
associé (donc non nul), d’apres les calculs ci-dessus, on a l'alternative :
— soit B(z) =0;
— soit B(x) est un vecteur propre de A pour la valeur propre A + 2.

Si la premiere éventualité est exclue pour toutes les valeurs propres de A, on obtient #Spec(A) > n
ce qui est impossible. Il existe donc une valeur propre A de A et un vecteur propre associé 1 tel
que : B(e1) = 0.

1
(k—1)!

On pose alors pour tout k € {2,...,n} : g = C*(ey).

C(er) = keg pour tout k € {1,...,n— 1}
On a alors : (dedh) 1
C(en) = —C"(e1) =0 puisque C est nilpotent.
n!

Mais on a aussi le résultat suivant : pour tout £ € {1,...,n}, on a A(er) = Agex ou A\ =
(A—=2(k-1)).
En effet c’est vrai pour k = 1 et si c’est vrai pour un certain k € {1,...,n — 1} il vient :

AC(Ek) - CA(é‘k) = —QC(Ek) = —2k€k+1,

donc kA(€k+1) — )\kC(Ek) = —2kegy1 d’out A(€k+1 = 26p41 + Me€kt1 = Mor1€kt1-
On montre de méme par récurrence que pour tout k € {2,...,n} on a B(eg) = (A — k + 2)eg_1.

Conclusion. F = vect(ey,...,&y) est stable par A, B et C'; donc F =& et b = (e1,...,&,) est une
base de £ (qui diagonalise au passage A, B et C) et, avec (déh) C est de rang n — 1.

Commentaire. En utilisant le fait que A est de trace nulle, on obtient, comme attendu, A =n—1...

FIN DE LA CORRECTION
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