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Un problème d’algèbre linéaire, niveau +, une correction

Partie I

1. a. • Si x ∈ kerLi on a Li(x) = 0 donc L(Li(x)) = 0 et ainsi Li+1(x) = 0 donc kerLi ⊂ kerLi+1 .

• Si y ∈ ImLi+1 alors il existe x dans E tel que y = Li+1(x) = Li(L(x)) donc y ∈ ImLi et ainsi

Im Li+1 ⊂ Im Li .

• Supposons que kerLi = kerLi+1. Le théorème du rang affirme alors que :

dim Im Li = n− dimkerLi = n− dimkerLi+1 = dim Im Li+1.

Avec l’inclusion Im Li+1 ⊂ Im Li on peut conclure que Im Li = Im Li+1.

Réciproquement, supposons que Im Li = Im Li+1. Le théorème du rang permet encore de dire
que :

dimkerLi+1 = dimkerLi

et l’inclusion kerLi ⊂ kerLi+1 entrâıne l’égalité kerLi = kerLi+1.

Conclusion. On a Im Li = Im Li+1 ⇔ kerLi = kerLi+1 .

• Supposons maintenant que ImLi = ImLi+1. On a alors L(ImLi) = L(ImLi+1) i.e. ImLi+1 =
Im Li+2 ce qui entrâıne sans peine (à écrire. . .) que Im Lj = Im Li pour tout entier j ⩾ i.

b. Supposons que kerLi ̸= E . Raisonnons par l’absurde et supposons que kerLi = kerLi+1. D’après
la question précédente, cela entrâıne que ImLj = ImLi pour tout entier j ⩾ i. Prenons j = i+p.
Comme Lp = 0 il vient Im Li+p = {0} donc Im Li = {0} ce qui impose kerLi = E et amène
donc une contradiction.

c. • D’après la question 1 on a déjà :

kerL0 = {0} ⊂ kerL ⊂ · · · ⊂ kerLp = E .

Pour i dans {0, . . . , p} notons di la dimension de kerLi. La suite (di)0⩽i⩽p est donc croissante.
Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe i dans {0, . . . , p− 1} tel que di = di+1. On
a alors kerLi = kerLi+1 et le même raisonnement qu’à la question 1b. amène Im Li = 0 ce qui
contredit le fait que p soit l’indice de nilpotence de L.

Conclusion. La suite (di)0⩽i⩽p est strictement croissante.

• Pour tout i dans {0, . . . , p− 1} on a di < di+1 et, puiqu’il s’agit d’entiers, il vient di+1 ⩽ di+1.
Avec d0 = 0 on obtient alors di ⩾ i pour tout i dans {0, . . . , p}. En particulier dp ⩾ p ; mais

dp = n puisque Lp = 0 donc n ⩾ p ce qui implique Ln = 0 .

• Supposons maintenant que p = n. On a d0 = 0 et di ⩾ i pour tout i ∈ {0, . . . , n} ce qui
contraint chaque di à être égal à i.

Conclusion. Si p = n, on a dimkerLi = i pour tout i dans {0, . . . , n}.
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2. a. Puisque Lh est de rang n− h, Lh n’est pas l’endomorphisme nul. Il en résulte que h < p donc,
avec les notations ci-dessus dh = h (via le théorème du rang) et on a toujours :

d0 = 0 < d1 · · · < dh = h.

Cela contraint encore di = i pour tout i ∈ {0, . . . , h} donc (par le théorème du rang) :
rg(Li) = n− i pour tout i dans {1, . . . , h}.

b. L’application Λ est correctement définie (puisque L(Im Li) = Im Li+1), linéaire (puisque L est
linéaire). Le théorème du rang affirme alors que :

dim Im Li = dimkerΛ + dim Im Λ.

Mais on a kerΛ = kerL ∩ Im Li (pour le lecteur : facile. . .) et, de manière évidente, Λ est
surjective donc Im Λ = Im Li+1 et ainsi :

dim Im Li = dimkerL ∩ Im Li + dim Im Li+1 .

c. • Comme 1 ∈ {1, . . . , h}, la question 2a assure que rg(L) = n− 1 ou encore kerL est une droite
vectorielle. On a alors deux cas :

— ou bien kerL ⊂ Im Lh i.e. kerL ∩ Im Lh = kerL ;
— ou bien kerL∩ ImLh = {0} et alors, selon la question précédente, dim ImLh = dim ImLh+1

ce qui implique Lh = Lh+1 et (raisonnement déjà vu) il vient Lh = 0 ce qui est impossible
puisque rg(Lh) = n− h.

On est donc dans le premier cas et ainsi l’égalité de la question précédente amène :

dim Im Lh = 1 + dim Im Lh+1.

Ainsi rg(Lh+1) = n − (h + 1). On itère alors ce raisonnement jusqu’à h = n − 1 ce qui amène
rg(Ln−1) = 1 et rg(Ln) = 0.

Conclusion. L’indice de nilpotence de L est n .

3. a. Tout d’abord, pour tout x dans F on a Mn(x) = Ln(x) = 0, donc Mn = 0 et mieux, selon 1c,
M r = 0. Ainsi F = kerM r.

Soit maintenant j dans {1, . . . , r}. On a facilement kerM j = kerLj ∩ F . Puis on applique la
question 2 avec h = 1 : pour tout k dans {0, . . . , n} on a dimkerLk = k et en particulier

dimkerLr = r. Mais F = kerM r ⊂ kerLr donc F = kerLr (via l’égalité des dimensions).

Enfin kerL ⊂ . . . ⊂ kerLr = F donc kerLj ⊂ F donc kerM j = kerLj ∩ F = kerLj ; en
particulier kerLr = F .

b. Soit F un sous-espace de E stable par L. Notons r sa dimension et supposons r ⩾ 1. La question
précédent nous affirme que F = kerLr.

Réciproquement chaque kerLj pour j ∈ {1, . . . , n} est un sous-espace stable par L (évident).

Conclusion. Les sous-espace de E stables par L sont exactement les sous-espaces kerLj pour
j ∈ {1, . . . , n}.

4. a. Comme Lp−1 ̸= 0, un tel vecteur e existe. Puis soient α0, . . . , αp−1 des réels tels que :

p−1∑
i=0

αiL
i(e) = 0.
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On applique Lp−1 à cette égalité. Comme Lp = 0 il reste α0L
p−1(e) = 0 donc α0 = 0 puisque

Lp−1(e) ̸= 0. Il reste alors :
p−1∑
i=1

αiL
i(e) = 0.

On applique Lp−2 à cette égalité pour obtenir α1 = 0. En itérant cette procédure on obtient :

α0 = α1 = . . . = αp−1 = 0

donc la famille (e, L(e), . . . , Lp−1(e)) est libre .

b. • Soient u, v dans E∗ ainsi que λ réel. Tout d’abord L(u) est bien un élément de E∗. Puis on a :

tL(u+ λv) = (u+ λv) ◦ L = u ◦ L+ λv ◦ L = tL(u) + λtL(v)

donc tL est bien un endomorphisme de E∗.

• Montrons que pour tout i dans IN on a t(Li) = (tL)iSi on a t(Li) = (tL)i pour un certain i ∈ IN
alors pour tout u dans E∗ on a :

(tL)i+1(u) = tL ◦ (tL)i(u) = tL ◦ t(Li)(u)

= tL(u ◦ Li) = u ◦ Li+1 = t(Li+1)(u)

donc (tL)i+1 = t(Li+1). Comme (tL)0 = t(L0), on peut conclure par récurrence.

Conclusion. Pour tout i dans IN on a t(Li) = (tL)i .

c. Notons que (tL)p = t(Lp) = 0 puisque Lp = 0. De plus t(Lp−1)(ε)︸ ︷︷ ︸
∈E∗

(e) ̸= 0 donc t(Lp) est un

endomorphisme nilpotent d’indice p de E∗. La même procédure qu’à la question 4a. permet de
démontrer que (ε, tL(ε), . . . , (tL)p−1(ε)) est une famille libre de E∗ , donc H∗ est de dimension p .

d. i. Notons que H est bien un sous-espace de E et on a dimH = n− p puisque dimH = p.

En effet, par exemple, soit (e1, . . . , en) une base de E telle que (e1, . . . , em) soit
une base de H. On considère la base duale (e∗1, . . . , e

∗
n) ; pour tout u dans E∗ on a

u =
n∑

i=1

u(ei)e
∗
i , donc (e∗m+1, . . . , e

∗
n) engendre H∗, donc est une base de H∗. Ainsi

dimH∗ = n−m.

ii. • Montrons que H est L-stable. Soit x ∈ H. Pour tout u ∈ H∗ on a u(x) = 0. Puisque
H∗ = vect(ε, tL(ε), . . . , (tL)p−1(ε)),pour tout i dans {0, . . . , p− 1}, on a :

(tL)i(ε)(x) = 0 i.e. t(Li)(ε)(x) = 0.

Fixons i dans {0, . . . , p− 1}. On a :

t(Li)(ε)(L(x)) = ε ◦ Li ◦ L(x) = ε ◦ Li+1(x) = t(Li+1)(x) = 0.

Tout élément u deH∗ étant combinaison linéaire des t(Li)(ε) = (tL)i(ε) pour dans {0, . . . , p− 1}
on peut conclure que u(L(x)) = 0 et ainsi L(x) ∈ H.

Conclusion. H est un sous-espace L-stable de E .
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iii. Comme dim E = n, dimG = p et dimH = n − p, pour montrer que E = G ⊕ H, il suffit de
montrer que G ∩ H = {0}. Prenons x dans G ∩ H. Comme x ∈ G on peut écrire :

x =

p−1∑
i=0

αiL
i(e)

où les αi sont des réels.

Fixons j dans {0, . . . , p− 1}. Comme (tL)j(ε) ∈ H∗ et x ∈ H, on a :

(tL)j(ε)︸ ︷︷ ︸
∈E∗

(x) = 0 i.e. ε ◦ Lj(x) = 0.

— En prenant j = p− 1 on a Lp−1(x) =

p−1∑
i=0

αiL
p−1(Li(e)) = α0L

p−1(e) et ainsi :

0 = ε ◦ Lp−1(x) = α0ε ◦ Lp−1(e) = α0
t(Lp−1)(ε)(e).

Mais t(Lp−1)(ε)(e) ̸= 0 ce qui amène α0 = 0.
— On prend ensuite j = p − 2 ce qui amène α1 = 0 et en itérant ce raisonnement on

obtient :
α0 = α1 = . . . = αp−1 = 0.

On peut donc dire que x = 0 et ainsi G ∩ H = {0} .

Conclusion. E = G ⊕H .

e. i. • Montrons que G est L-stable. Soit x ∈ G. On peut alors écrire x =

p−1∑
i=0

αiL
i(e) où les αi

sont des réels. Il vient par linéarité de L :

L(x) = L

(
p−1∑
i=0

αiL
i(e)

)
=

p−1∑
i=0

αiL
i+1(e).

Comme Lp(e) = 0, il reste : L(x) =

p−2∑
i=0

αiL
i+1(e) =

p−1∑
i=1

αi−1L
i(e) donc L(x) est combinai-

son linéaire des vecteurs Li(e) pour i ∈ {1, . . . , p− 1} ce qui assure que :

L(x) ∈ vect(e, L(e), . . . , Lp−1(e)) = G.

Conclusion. G est L-stable .

• Montrons que l’endomorphisme induit LG est nilpotent d’indice p. Pour x dans G on a :

Lp
G(x) = Lp(x) = 0

puisque L est nilpotent d’indice p. De plus Lp−1
G (e) = Lp−1(e) ̸= 0 donc Lp−1

G n’est pas

l’endomorphisme nul. Ainsi LG est nilpotent d’indice p .

ii. Le sous-espace H, qui est un supplémentaire de G dans E , est de dimension n−p, strictement
compris entre 1 et n : on peut alors appliquer tout ce qui précède à l’endomorphisme induit
LH. En itérant ce raisonnement on peut conclure que E est somme directe de s sous-espaces
vectoriels Eℓ (ℓ = 1, . . . , s) dont chacun est stable par L et a pour dimension l’indice de
nilpotence de l’endomorphisme induit par L sur ce même sous-espace avec de plus E1 = G.
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Partie II

5. a. Soit (U, V,W ) un triplet d’endomorphismes de E . On a :

[U, V ◦W ] = U ◦ V ◦W − V ◦W ◦ U (♡)

Or on a :

[U, V ] ◦W + V ◦ [U,W ] = (U ◦ V − V ◦ U) ◦W + V ◦ (U ◦W −W ◦ U)

= U ◦ V ◦W − V ◦W ◦ U.

Avec (♡) on peut donc conclure que : [U, V ◦W ] = [U, V ] ◦W + V ◦ [U,W ] .

b. • Supposons que pour un certain q ⩾ 1 entier on ait [A,Bq] = qαBq. Selon la question précédente
on a alors :

[A,Bq+1] = [A,Bq ◦B] = [A,Bq] ◦B +Bq ◦ [A,B]︸ ︷︷ ︸
=αB

= qαBq ◦B +Bq ◦ (αB)

= (q + 1)αBq+1.

Comme [A,B] = αB, on peut conclure par récurrence que pour tout q ⩾ 1 entier on a :

[A,Bq] = qαBq .

• Écrivons P =
m∑
q=0

aqX
q. On a P ′ =

m∑
q=1

qaqX
q−1. Mais pour tout q ⩾ 1 entier on a démontré

que [A,Bq] = qαBq, égalité triviale lorsque q = 0. Ainsi on a :

m∑
q=0

aq[A,B
q] =

m∑
q=0

aqqαB
q = αB ◦

 m∑
q=1

qaqB
q−1

 = αB ◦ P ′(B).

Mais, par linéarité de M 7→ [A,M ], on obtient de suite :

m∑
q=0

aq[A,B
q] =

A, m∑
q=0

aqB
q

 = [A,P (B)].

Conclusion. On a [A,P (B)] = αB ◦ P ′(B) .

• Montrons que pour tout entier k ⩾ 0 entier, le sous-espace kerBk est stable par A.
Si k = 0, le résultat est évident puisqu’alors kerBk = ker IdE = {0}. Supposons dorénavant que
k ⩾ 1. Prenons x dans kerBk. On prend P = Xk dans l’égalité précédente et on obtient :

[A,Bk](x) = αBk(x) = 0

donc 0 = A ◦Bk(x)︸ ︷︷ ︸
=0

−Bk ◦A(x) donc Bk(A(x)) = 0 ce qui démontre que A(x) ∈ kerBk.

Conclusion. Pour tout entier k ⩾ 0 entier, le sous-espace kerBk est stable par A .
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c. Question superbe !

• Considérons la famille (IdE , B, . . . , Bn2
). C’est une famille de cardinal n2 + 1 dans L(E) qui

est un espace de dimension n2 : elle est donc liée. Il existe alors α0, . . . , αn2 réels non tous nuls
tels que :

α0IdE + α1B + · · ·+ αn2Bn2
= 0.

Il en résulte que le polynôme P =

n2∑
k=0

αkX
k est non nul et annule B .

• Considérons, comme nous invite à le faire l’énoncé, l’endomorphisme

C = dP0(B)−B ◦ P ′
0(B)

où P0 est un polynôme non nul de degré minimal d tel que P0(B) = 0.

D’après la question précédente, on a [A,P0(B)] = αB ◦P ′
0(B) ce qui donne, puisque P0(B) = 0 :

αB ◦ P ′
0(B) = 0.

Comme α ̸= 0 on a B ◦P ′
0(B) = 0 et ainsi C = 0. Il en résulte que le polynôme Q = dP0 −XP ′

0

est un polynôme annulateur de B. Mais Q est degré < d (facile) donc Q = 0 par définition
de d. Il vient alors : dP0 = XP ′

0 donc P0 = βXd où β est un réel non nul (facile en écrivant

P0 =
d∑

k=0

akX
k et en identifiant. . .). Or on a P0(B) = 0 donc Bd = 0.

Conclusion. B est nilpotent .

6. a. i. En utilisant les résultats de la question 3 on a de suite rg(Bn−1) = 1 .

ii. Soit maintenant x dans E \ kerBn−1. Soit k ∈ {1, . . . , n} et xk = Bk(x). Comme Bn = 0
(puisque B est nilpotent), pour tout k dans {1, . . . , n}, xk ∈ kerBk et même les k vecteurs
x1, . . . , xk sont dans kerBk. Mais (x1, . . . , xn) = (Bn−1(x), . . . , B(x), x) est une famille libre
de E (on le montre comme à la question 4a) ce qui assure que, pour tout k dans {1, . . . , n},
(x1, . . . , xk) est une famille libre de kerBk qui, on l’a vu, est de dimension k.

Conclusion. Avec le choix fait de x, (x1, . . . , xk) est une base de kerBk .

b. i. Montrons que x1 est un vecteur propre de A. On a x1 ∈ kerB et x1 ̸= 0. Puis :

[A,B](x1) = αB(x1)

donc B ◦A(x1) = 0 et ainsi A(x1) ∈ kerB qui est de dimension 1, engendré par x1. Il existe
alors λ réel tel que A(x1) = λx1.

Conclusion. x1 est un vecteur propre de A .

ii. Notons β la base (x1, . . . , xn) de E. Pour tout k dans {1, . . . , n}, vect(x1, . . . , xk) = kerBk

qui est de dimension k et qui est A-stable. Il en résulte (voir cours) que A ∈ TSn(IR) i.e.
[A]β a la forme suivante :

[A]β =


λ ♡
0 ♣
...

. . .
. . .

0 · · · 0 ♠

 .

iii. Regardons maintenant les éléments de la diagonale principale de [A]β. Pour k dans {1, . . . , n},
on note λk l’élément de la diagonale principale de [A]β situé sur la k-ième colonne.
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— On a λ1 = λ.
— Pour trouver λ2 on écrit A(x2) = γx1 + λ2x2 où γ est un réel. On a alors :

B ◦A(x2) = γ B(x1)︸ ︷︷ ︸
=0

+λ2B(x2) = λ2x1.

Ainsi :
[A,B](x2) = A(x1)−B ◦A(x2) = A(x1)− λ2x1 = (λ− λ2)x1

or on a aussi [A,B](x2) = αB(x2) = αx1 donc on obtient (puisque x1 ̸= 0) :

λ2 = λ− α .

— Supposons maintenant que λk = λ− (k − 1)α pour un certain k entier compris entre 1
et n− 1. La forme de [A]β permet d’écrire :

A(xk+1) = γ1x1 + · · ·+ γkxk + λk+1xk+1

où γ1, . . . , γk+1 sont des réels. Il en résulte que :

B ◦A(xk) = γ2x1 + · · ·+ γkxk−1 + λk+1xk

et ainsi [A,B](xk+1) = Axk − (γ2x1 + · · ·+ λk+1xk) a pour composante λk − λk+1 selon
le vecteur xk. Comme on a [A,B](xk+1) = αB(xk+1) = αxk on obtient :

λk+1 = λk − α = λ− kα.

On a donc démontré, par récurrence finie, que :

(∀k ∈ {1, . . . , n}) (λk = λ− (k − 1)α) .

En particulier λn = λ− (n− 1)α est valeur propre de A .

c. Supposons que x soit un vecteur propre de A associé à la valeur propre µ. On a donc A(x) = µx.
Ainsi :

αB(x) = [A,B](x) = A ◦B(x)−B ◦A(x) = A(B(x))− µB(x).

Il vient donc (A− (µ+ α)I) ◦B(x) = 0. Il en résulte que :

— ou bien B(x) est le vecteur nul ;
— ou bien B(x) est vecteur propre de A pour la valeur propre α+ µ.

d. • On a bien vu que λ − (n − 1)α est une valeur propre de A : on peut donc choisir un vecteur
propre en de A. On pose :

e1 = Bn−1(en).

Comme Bn = 0, on a e1 ∈ kerB.

De plus, selon la question précédente :

— ou bien B(en) = 0 ;
— ou bien B(en) = en−1 est un vecteur propre de A pour la valeur propre λ− (n−2)α.

Dans le premier cas, en engendre la droite vectorielle kerB (rappelons nous que rg(B) = n− 1).
Alors, avec x = en, on peut construire des vecteurs xk comme à la question 6. En désignant par
µ la valeur propre associée à x1, on sait que xn = x = en est un vecteur propre de A pour la
valeur propre µ− (n− 1)α. Il en résulte que

λ− (n− 1)α = µ− (n− 1)α
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ce qui amène λ = µ. Or on a aussi :

xn−1B(x) = B(en) = 0

ce qui est impossible.

On est donc dans le second cas : B(en) est un vecteur propre de A pour la valeur propre
λ− (n− 2)α. De plus :

— ou bien B(en−1) = 0
— ou bien B(en−1) = en−2 est un vecteur propre de A pour la valeur propre λ−(n−3)α.

Dans le premier cas on raisonne comme ci-dessus pour aboutir à une contradiction. Ainsi, par
un raisonnement de descente, on prouve que , pour chaque k dans {1, . . . , n}, ek est un vecteur
propre de A pour la valeur propre λ− (n− k − 1)α.

Or A est diagonalisable (car A possède n valeurs propres distinctes) et ainsi la base B =
(e1, . . . , en) est une base de diagonalisation de A. Enfin on a :

[A]B =


λ 0

λ− α
. . .

0 λ− (n− 1)α

 et [B]B =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0



Partie III

7. On notera ici AB pour A ◦ B. . .Par hypothèse, on a : [A,B] = αB, [A,C] = βC e [B,C] = A. De
là : 

αBC = [A,B]C = ABC −BAC

βBC = B[A,C] = BAC −BCA

−αCB = −C[A,B] = CBA− CAB

−βCB = −[A,C]B = CAB −ACB

Par somme il vient (α+β)[B,C] = A[B,C]− [B,C]A = A2−A2 = 0. Il en résulte que (α+β)A = 0
et comme A est non nulle, α+ β = 0.

8. a) Comme [A,B] = αA, d’après la question 6d), A est diagonalisable. Puis on a A = [B,C] donc
tr(A) = 0 et ainsi la somme des valeurs propres de A est nulle. Mais toujours d’après la question
6d, il existe λ tel que les valeurs propres de A soient : λ, λ− α, . . . , λ− (n− 1)α. On a donc :

0 =
n∑

i=1

λ− (i− 1)α = nλ− (n− 1)n

2
α.

Il vient donc λ =
1

2
(n− 1)α.

Conclusion. Les valeurs propres de A sont alors les λk =
(n− (2k − 1))

2
α pour k ∈ {1, . . . , n}.

b) D’après la question précédente, 0 n’est valeur propre de A uniquement dans le cas n impair, et
dans ce cas les (n− 1) autres valeurs propres sont non nulles.

Ainsi si n est pair rg(A) = n puisque A est inversible, et si n est impair rg(A) = n−1 puisque la
matrice [A]B dans A dans une base B telle que celle de la question 6d est alors de rang (n− 1).
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c) • Notez qu’il n’existe pas qu’une seule telle base B. . .On a :

[A]B =


(n−1)

2 0
(n−3)

2
. . .

0 − (n−1)
2

 et [B]B =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0


Soit k ∈ {1, . . . , n}. On a [A,C](ek) = −αek donc :

A ◦ C(ek) = C ◦A(ek)− αC(ek) =

(
(n− (2k − 1))

2
α− α

)
C(ek) =

1

2
(n− (2k + 1)) α C(ek).

Il en résulte que C(en) est dans le noyau de A +
1

2
(n + 1) I qui est trivial puisque −1

2
(n + 1)

n’est pas dans le spectre de A : C(en) = 0 .

Fixons maintenant k dans {1, . . . , n− 1}. On vient de voir que :

C(ek) ∈ ker

(
A− 1

2
(n− (2k + 1)) I

)
= vect(ek+1).

Il existe donc µk réel tel que C(ek) = µkek+1. Puis on a :

B ◦ C(ek)− C ◦B(ek) = A(ek) = λkek.

— Pour k = 1 cela donne B ◦ C(e1) = λ1e1 i.e. µ1B(e2) = λ1e1 donc µ1 = λ1.

— Lorsque k ∈ {1, . . . , n− 1} il vient µkB(ek+1)− C(ek−1) = λkek i.e. C(ek−1) = (µk − λk) ek
de sorte que µk−1 = µk − λk.

On a alors :

µk = µ1 +
k∑

ℓ=2

λℓ =
k∑

ℓ=1

λℓ

=
k∑

ℓ=2

(n+ 1− 2ℓ)

2
α =

1

2
αk(n− k),

formule également valable pour k = 1.

On a donc, pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}, C(ek) =
1

2
αk(n− k)︸ ︷︷ ︸

=µk

ek+1 et C(en) = 0.

La matrice de C dans la base B est donc :

[C]B =



0 · · · · · · · · · 0

µ1 0
...

0 µ2
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 µn−1 0


• Le reste de la question est du calcul matriciel. . .

d) C est de rang n− 1 puisque sa matrice dans B est de rang n− 1 (noter que les µk sont non nuls
pour k ∈ {1, . . . , n− 1}).
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e) Soit F un sous-espace vectoriel de E stable à la fois par A, B et C. On suppose que F ̸= {0}.

Soit x ∈ F que l’on écrit x =
n∑

k=1

xkek où (e1, . . . , en) = B.

— Si xn ̸= 0 on a Bn−1(x) = xne1 ∈ F donc e1 ∈ F . Puis Bn−2(x) = xn−1e1 + xne2 ∈ F donc
e2 ∈ F . En itérant ce raisonnement, on obtient que tous les éléments de B sont dans F donc
F = E .

— Supposons maintenant que xn = 0 avec x non nul, ce qui est possible. L’ensemble {k ∈∈ {1, . . . , n} | xk ̸= 0}
est non vide et fini : il admet ainsi un plus grand élément que l’on note m. Il vient alors :

x =
m∑
k=1

xkek

B(x) =
m−1∑
k=1

xk+1ek

...

...

Bm−1(x) = xme1

Ainsi e1 ∈ F et l’on obtient de la même manière que plus haut e2 ∈ F , . . .em ∈ F .

Puis em+1 =
1

µm
C(em) ∈ F et ainsi de suite jusqu’à en ∈ F . On a encore F = E .

9. Dans cette question on a donc [A,B] = 2B, [A,C] = −2C, [B,C] = A.

a. • Supposons que pour un certain i ⩾ 1 entier on ait : [B,Ci] = iCi−1(A − (i − 1)I). Il vient
alors :

BCi+1 = (BCi)C =
[
CiB + iCi−1(A− (i− 1)I)

]
C

= CiBC + iCi−1(AC − (i− 1)C)

= Ci(CB +A) + iCi−1(CA− 2C − (i− 1)C)

= Ci+1B + CiA+ iCiA− 2iCi − i(i− 1)Ci

= Ci+1B + (i+ 1)Ci(A− iI)

donc [B,Ci+1] = Ci+1B + (i+ 1)Ci(A− iI).

Comme on a bien [B,C1] = A on peut conclure par récurrence. que la relation [B,Ci] =
iCi−1(A− (i− 1)I) est vraie pour tout i ⩾ 1.

• Existence d’une valeur propre de A. Comme [A,C] = −2C, on peut appliquer le résultat de
la question 5c : C est nilpotent. Soit p l’indice de nilpotence de C (p ⩾ 2). On a :

0 = [B,Cp] = pCp−1(A− (p− 1)I).

Ainsi Im (A − (p − 1)I) ⊂ ker pCp−1 qui est distinct de E , car Cp−1 ̸= 0. Le théorème du rang
affirme alors que dimker(A− (p− 1)I) ⩾ 1 : (p− 1) est valeur propre de A.

b. • Montrons que A est diagonalisable. Soit F la somme des sous-espaces propres de A (il y en a
d’après la question précédente). On a F ̸= {0} et F est stable par A.

Montrons alors que F est stable par B et C, et selon l’hypothèse de cette question, on pourra
conclure que E = F donc que A est diagonalisable. Soit x ∈ F . Ce vecteur x est un vecteur
propre de A pour une certaine valeur propre λ.

— On a 2B(x) = AB(x)−BA(x) = AB(x)− λB(x). Il vient donc AB(x) = (λ+2)B(x), donc
B(x) ∈ ker(1− (λ+ 2)I) ⊂ F .

Il en résulte que F est stable par B.
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— On a −2C(x) = AC(x) − CA(x) = AC(x) − λC(x) donc AC(x) = (λ − 2)C(x) et C(x) ∈
ker(A− (λ− 2)I) ⊂ F : F est stable par C.

c. • On va montrer que rg(B) = n− 1. Pour toute valeur propre λ de A et tout x vecteur propre
associé (donc non nul), d’après les calculs ci-dessus, on a l’alternative :

— soit B(x) = 0 ;
— soit B(x) est un vecteur propre de A pour la valeur propre λ+ 2.

Si la première éventualité est exclue pour toutes les valeurs propres de A, on obtient #Spec(A) > n
ce qui est impossible. Il existe donc une valeur propre λ de A et un vecteur propre associé ε1 tel
que : B(ε1) = 0.

On pose alors pour tout k ∈ {2, . . . , n} : εk =
1

(k − 1)!
Ck−1(ε1).

On a alors : (♣♣)

C(εk) = kεk+1 pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}

C(en) =
1

n!
Cn(e1) = 0 puisque C est nilpotent.

Mais on a aussi le résultat suivant : pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a A(εk) = λkεk où λk =
(λ− 2(k − 1)).

En effet c’est vrai pour k = 1 et si c’est vrai pour un certain k ∈ {1, . . . , n− 1} il vient :

AC(εk)− CA(εk) = −2C(εk) = −2kεk+1,

donc kA(εk+1)− λkC(εk) = −2kεk+1 d’où A(εk+1 = 2εk+1 + λkεk+1 = λk+1εk+1.

On montre de même par récurrence que pour tout k ∈ {2, . . . , n} on a B(εk) = (λ− k + 2)εk−1.

Conclusion. F = vect(ε1, . . . , εn) est stable par A, B et C ; donc F = E et b = (ε1, . . . , εn) est une
base de E (qui diagonalise au passage A, B et C) et, avec (♣♣) C est de rang n− 1.

Commentaire. En utilisant le fait que A est de trace nulle, on obtient, comme attendu, λ = n−1. . .

Fin de la correction
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