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Probléme supplémentaire 5/2 n°5

Notations

Soit E une partie de C.
A toute suite (u,)nen & valeurs dans E, ce que I'on note (u,)new € E™, on associe la suite (0, ),en des
sommes partielles de Cesaro définie par

1 n
Vn >0, an=n+1kz_jouk,

et la suite (e,,)nenN des écarts définie par
Vn >0, e,=uUpt1 — Up.

A toute série E ap, avec (an)neN € E™. on associe la suite (Sn)new des sommes partielles définie par
n=0

Vn>0, S,= Zak.
k=0

Si la série E a, est convergente, on note S sa somme définie par
n=0

+oo
S = an, = lim S
Z " N—+400 N
n=0
et (Rp)new la suite des restes définie par
—+oo
Vn>0, R,=85-S5,= Z a.
k=n+1
A toute série entiere Z a,2" avec (an)new € BT, de rayon de convergence R > 0, on associe sa somme f

n=0

définie sur D(0, R) = {z € C;|z| < R} par
+o00
Vze€ D(0,R), f(z)= Zanz".
n=0

Etant donné un intervalle I de IR, on note
C°(I)={f:I— TR ;[ continue sur I},
CY(I)={f:I— TR ;f continue et bornée sur I}.

1 Lemme de Cesaro

Le but de cette partie est de démontrer le lemme de Cesaro, voir question 1, d’en proposer des applications et
d’établir certains variantes puis des réciproques partielles.

1. Soient (ty)nenw € CN et £ € C. Démontrer que

( lim u, = Z) = ( lim o, = E) . (Cesaro)
n—-+oo n—+oo
Si (un)nemw est & valeurs réelles, démontrer que le résultat subsiste si £ = 400 ou £ = —o0.



Applications.

2.

n
En utilisant (Cesaro), calculer la limite de la suite (v, )n>1 définie par v, = E —. Puis, a l'aide d’une
k=1
comparaison série-intégrale, donner un équivalent de (vy,)n>1.

Soient (up)new € RN et @ € R*. On suppose que lim e, = «. En utilisant (Cesaro), donner un

i
n— 400
équivalent de (up)nenN-
un+1
m

li
n—-+oo Up,

Soient () nemw €]0, +oo[N et £ €]0, +oo[. On suppose que = (. Démontrer que lim u, =
n—

—+o0
n

n
£. Démontrer que le résultat subsiste si £ = 0 ou £ = 400. En déduire lim V/n!et lim §/ —.
n—+o0 n—+oo n!
Soient (an)new € CN, (bp)new € CN, a € C et b € C. On suppose que lim a, = aet lim b, = b.
n—-+oo n—-+4oo
Démontrer que

1 n
li — _k | = ab.

Soient E an et E b, deux séries de nombres complexes, convergentes de sommes respectives A et B.
n=0 n=0

n
On note (¢,)new la suite de terme général ¢, = Z akbn—r et (Cn)new la suite des sommes partielles
k=0

n
associées définie par C,, = E ci. Démontrer que
k=0

1 n
li — = AB. h
m (n ];)C’k> (Cauchy)

Réciproques partielles.

7.

10.

Vérifier que la réciproque de (Cesaro) n’est pas toujours vraie en exhibant une suite (u,)neN € RN qui
ne converge pas et telle que (0, )new converge dans IR.

Soit (un)new € RYN et ¢ € IR. Démontrer que

n—-+4o0o

( lirf on =1L et (Un)neN monotone) = ( lim u, = g) .
n—-+0o0

Démontrer que le résultat subsiste pour £ = +00 ou £ = —cc.

Soient (uy)new € CN et £ € C. Démontrer que

1
( lim o,=/fete,=o0 ()) = ( lim wu, = Z) . (Hardy faible)
n——+oo n n—-+oo

Indication : on pourra démontrer que pour tout n > 1,
n n
E ker = nup41 — E U,
k=0 k=1

Soient (y)new € CN et £ € C. Le but de cette question est de démontrer que

1
( lim o,=~fete, =0 <)) — ( lim w, = E) . (Hardy fort)
n—-+00 n n——+o00

1
On suppose que lim o, =/et e, =0 <)
n—-+4oo n

(a) Soit 0 < n < m. Démontrer que



(b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m on a
-1
<Cln (m )
n—1

1
>+m+ (Iom — €+ 0w — €]
m—-n

’(m—l—l)om—(n—&-l)an u

m—-n

et
-1

-1

lup — €] < Cln (m
n

(¢) En déduire (Hardy fort). Indication : on pourra prendre m = 1+ |an| avec un paramétre o > 1 a
choisir, ot |x| désigne la partie entiére de x € IR.

2 Théoréme d’Abel

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme d’Abel, voir question 1, d’en proposer des applications et
d’établir certains variantes puis des réciproques partielles.

1. Soit g a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 1 et de somme f. On note
n=0

Agy={z€C; |z[ <let Ip>0, 30 € [0, 0], zzl—peie}

pour 6y € [0,7/2[.
Le but de cette question est de démontrer que

+oo
E ap, converge | = | lim f(z) = E an | - (Abel)
z—1
n=0 2€A¢, n=0

a) Démontrer (Abel) pour R > 1.
P
A partir de maintenant, on suppose que R = 1 et que Z a, converge, et on se donne un g € [0, 7/2].
n>=0
(b) Démontrer que pour tous N € N* et z € C, |z|] <1,o0na

N N-1
Zanz”—SN =(z—-1) Z R, 2" — Ry (ZN —1).
n=0 n=0

(¢) En déduire que pour tout z € C, |z] < 1, on a
+o00
fz)=S=(z-1) ZRHZH.
n=0

(d) Soit £ > 0. Démontrer qu’il existe Ny € IN tel que pour tout z € C, |z| < 1

2 =

1]
1— |z

No
n=0
(e) Démontrer qu’il existe p(fy) > 0 tel que pour tout z € Ay, de la forme z = 1—pe? avec 0 < p < p(6p),
on a

|z — 1] 2
< .
1—1z] = cos(fo)
En déduire (Abel).
2. Démontrer que

3. Exhiber une série entiere Z anz™ de rayon de convergence 1 et de somme f, telle que f(z) converge
n=0
quand z — 1, |z| < 1 et telle que la série Z a, ne converge pas.
n=0



4. Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de cette
n=0
question est de démontrer que

+oo
1
lim f(z)=Seta,=0 <> = Z a, converge et Z ap =5 |. (Taubérien faible)
z—1" n
z€IR n=0 n=0

1
Dans la suite de cette question on suppose que lim f(x) =S et que a, =0 <)

T—1" n

(a) Démontrer que pour tous n € IN* et 2 €]0,1[ on a

n sup(k|ag|)
S = f@I < M=) 3 Hanl + Sy

(b) En déduire (Taubérien faible) en spécifiant = z,, = 1 — 1/n pour n € IN™.

5. Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de cette
n>0
question est de démontrer que

+oo
1
lim f(z)=Seta,=0 () = E a, converge et E an,=3S1. (Taubérien fort)
r—1" n
z€R n20 n=0

On pourra admettre que : toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de
fonctions polyndmes (théoreme de Weierstrass).

(a) Démontrer que, sans perte de généralité, on peut supposer que S = 0.

1
On suppose désormais que lim f(z) =S et que a, = O (), avec S = 0.
n

r—1"
R

(b) On définit © de la maniere suivante

+oo
©=¢0:[0,1] > R ;Vz € [0,1], Z anf(z") converge et lim Z anf(z") =0
n>0 =170
Démontrer que © est un espace vectoriel sur IR.
(c) Soit P € IR[X] tel que P(0) = 0. Démontrer que P € ©.
(d) Démontrer que
+oo 1
VP eR[X], lim (1-z)-) 2"Pa")= / P(t)dt.
r—1" — 0
z€R n=0

On définit la fonction g : IR — IR par

o(2) _{ 1 sixzell/2,1],

0 sinon.

(e) Démontrer que pour établir (Taubérien fort), il suffit de démontrer que g € O.
(f) Soit

-1 sixz =0,
_ ) 9w -z
h(z) = 21— 2) si z €]0,1],
1 sixz=1.

Etant donné € > 0, démontrer qu'il existe s1, s, € C°([0,1]) vérifiant
1
s1 < h<syet / (sa(x) — s1(x))dx < e.
0
Représenter graphiquement h et deux telles fonctions sq, $s.

A partir de maintenant, € > 0, s1 et s sont fixés.



(g) Démontrer qu’il existe T7,T5 € IR[X] tels que

sup |Ti(z) —s1(z)] <e et sup |Ta(z) — so(x)| < e.
z€[0,1] z€[0,1]

On pose, pour tout z € [0, 1],

Py(z) — P(z)

Pi(z)=o+z(1—2)(Ti(z) —¢), Po(z) =z +z(1 —x)(To(z) +¢) et Q(z)= 2(1— )

(h) Démontrer que
1
Pi(0)=P(0)=0, P(1)=P(1)=1, Pi<g<Pyet0< / Q(z)dz < be.
0

(i) Démontrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout = €]0, 1],
+o00 +oo +oo
Z ang(z™) — Z anPi (™) < M(1 —x) Z x"Q(x").
n=0 n=0 n=1

(j) Conclure.

3 Variantes continues du lemme de Cesaro et du théoréeme d’Abel

Le but de cette partie est d’étudier des versions continues du lemme de Cesaro, du théoreme d’Abel et de
leurs réciproques partielles.

1. Soient f € C°(]0, +00]) et £ € IR. Démontrer que

<w£1+noof(x) = 6) = <wgt+noo % /091 f)dt = £> .

2. A laide d'un contre-exemple, démontrer que la réciproque du résultat de la question 1 est fausse.
3. Soient f € C°(]0, +o0[) et £ € IR. Démontrer que

( lim (f(x+1)f(x))e) :»( lim ﬂx)e).

r—+00 Tr—+0o0 xX

4. Soit f € CP(]0,+00[). On définit la transformée de Laplace de f par la fonction
+oo
L(f) : t €]0, +oo[— / e 1 f(x)da.
0

Démontrer que L(f) est bien définie et de classe C! sur |0, +00[, et exprimer sa dérivée.

5. Soit f € CY(]0,+oc[). Le but de cette question est de démontrer que

( /0 ™ fayae converge) - (tlir& L) = /0 o f(x)dx> ,

+oo
On suppose que / f(x)dz converge.
0
(a) Démontrer que la fonction
+oo
F:ze [0,+oo[»—>/ f(t)de
est bien définie, continue et bornée sur [0, +oo|, de classe C* sur ]0, +-o0[ et vérifie F' = —f.

“+oo
(b) Démontrer que lim+ L)) = / f(z)dz par une intégration par parties.
t—0 0



6. Démontrer que

+oo o;
/ sin(z) P
O 2

X

7. Soient f € CP(]0,+o0[) et S € IR. Démontrer que

(g& L0 =S et f)= 0 (1)) — (/;m F(z)dz converge et /;Oo F@)de = s) .

Pour cela, en utilisant les notations de la question 5 de la section 2, on pourra démontrer qu’il existe
M >0 et A> 0 tels que pour tout ¢ > 0

—+oo 1 eft:r

<M Qe ™)e " ———da
x

/ " fagle )z - / @R

A A

A

1
gM/ Q(u)du.

0

o e o[INe oo




