PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Devoir n° 1, une correction

Exercice 1
1. e Montrons que f est surjective. Soit y € Y. On a alors y = fog(y) = flg(y))] : y est 'image par f de g(y).
L’application f est bien surjective.

e Montrons que g est injective. Soient y; et yo dans Y tels que g(y1) = g(y2). On a alors flg(y1)] = flg(y2)],
donc y; = ys puisque f o g = Idy. Ainsi g est injective.

2. Montrons que f est bijective. Comme f o g = Idy, d’aprés la question précédente, f est surjective. Comme
go f =1Idx, toujours d’aprés la question précédente, f est injective. Ainsi f est bijective.

eOnafog=Idy donc f~1ofog=f—'. Ainsi f~' =g.
—
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Exercice 2
1. Ona:
aimi  aiMiz -+ Q1M mi1br migby - My pby
aMa1  QaMaa2 -+ GaMay mo b1 Mma2by - Mmaoyby
AM — MB = . . . — . .
AnMp,1 ApMM21 - AGpMpp mn,lbl m2,1b2 e My nbn

)

Ainsi () est équivalent & :
(V(i,5) € {1,....n}* ) ((a; — b)miy = cij).

. . . . . Ci,j
2. (%) admet dans ce cas une unique solution : la matrice M dont les coefficients sont donnés par m; ; = 73[)
a; — 05

3. En prenant C telle que ¢, s # 0 Péquation (*) n’admet pas de solution.

Exercice 3 (Valeurs propres d’une matrice)
1. Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Ainsi, pour A € K, la matrice
M — M est singuliere si et seulement si son déterminant est nul, ce qui justifie que : « les valeurs propres de
M sont exactement les valeurs de A qui annulent ce déterminant ».

4— ) -3 9
2. a) Soit A\eC.Ona: A—A = 6 —5—=A 9 . Ainsi, en développant par rapport a la derniere
0 0 —2—-A
ligne, on a :
4— A -3
det(A— M) = (-2-2X) 6 5\

= (—2=N[4—-XN(=5—-)\)+18]
(—2=N) (N +1-2)
~—_———
=(A-1)(A+2)
= —(A+2?%0-1)

Les valeurs propres de A sont donc —2 et 1.



A 1
-1 =X
La matrice A n’a pas de valeur propre réelle mais admet deux valeurs propres complexes qui sont —i et 7.

b) Soit)\E(C.OnaA—)\I:( >d0ncdet(A—)\I):)\2+l.

¢) On remarque de suite que A — I est de rang 1 donc 1 est valeur propre. On verra par la suite comment
exploiter cela sans aucun calcul.

2—A 1 1
Soit A dans C. On a AxI = 1 2—A 1 . En remplacant la premiere colonne par la somme
1 1 2—A
de toutes les colonnes il vient :
4— )\ 1 1 1 1 1
det(A—A)=|4—-X 2—2) 1 =M4-=-XN)|1 2=\ 1
4— ) 1 2—A 1 1 2—A

Un développement par rapport a la premiere colonne donne alors :

det(A — AT) — (4A)(‘2IA 1 Hl 1

11
2-1 | 7|1 2—)\‘+‘2—)\ 1‘)
= @4-N(2-N?-1-24+A+1+1+A1-2)
= @d-NN\-22+1)=4d-NA-1)

Conclusion. Les valeurs propres de A sont 1 et 4.

3. Soit \eC.Ona A— M\ = I=A —1 et ainsi :
1 1-)
det(A—M)=(1-N2+1=(1-N> = =(1—i—-N(1+i—2N\)

Conclusion. Les valeurs propres complexes de A sont 1 —i et 1 + 1.



