PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Similitudes d’un espace euclidien

Partie I - Exemples, propriétés

T+ 2y

2 Ty
1. Pour (z,y) € R onaA(y) = (_2$+y

) donc u(x,y) = (x 4+ 2y, —2x + y), ce qui amene :

@p)l? =a®+y |
lu(e, )P = (@ +29) + (<20 + ) = 52 + )

Ainsi u est une similitude de rapport /5.

2. a) Comme u € Sim(FE), il existe k > 0 tel que : Vo € 2, |u(z)| =k |z|.

e Soit € keru. On a alors k |z| = |u(z)] = 0. Comme k > 0 il vient |z| = 0 et donc x = 0. Il en
résulte que keru = {0} donc u est injectif, donc bijectif puisque c¢’est un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension finie.

1
e Soit y € E. 1l existe alors « dans E tel que y = u(x) et il vient : ||u=!(y)| = || = z lyl -

1
Cette derniere égalité étant valable pour tout y € E, il vient u~! € Sim(FE) et son rapport est T

b) On suppose que u est de rapport k, et v de rapport k,. Alors u o v est linéaire et pour tout « dans F
on a :

Juov(@)] = kulo(@)] = kuky 2]
Ainsi u o v est une similitude de rapport ki, k..
1
3. e Supposons que u soit une similitude de rapport k. Alors v = Eu est un endomorphisme orthogonale et
1
sa matrice B = EA dans la base orthonormée B est orthogonale. On a donc B'B = I,, ce qui se traduit

immédiatement par ATA = k2I,,.

e Supposons que ATA = k2I,,. Soit  dans E et X la colonne des coordonnées de x dans la base 5.
L’expression du produit scalaire en base orthonormée permet d’écrire :

Ju(z)]? = (AX)TAX = X TATAX = XX = K |=]*.
Ainsi u est une similitude de rapport k.
Conclusion. L’endomorphisme u est une similitude de rapport k si et seulement si ATA = k21,

4. Un exemple.

a) On trouve A'A = 9I3. Selon la question 3, u est une similitude de rapport 3.

b) Ona ATA = 97 donc AT — 941 et A~1 — %AT,

1
5. Pour tout x € E, comme u~! est une similitude de rapport 3 (2a) on a :

1
) 3 lu(@)] = |z

[u=to fou(a)| = %Mfou(m)l\ =
fEO(E

Comme u~! o f ou est linéaire, u=' o fou € O(E).

. T . N \ s . N . . p
6. Soit z € F, non nul. Alors y = H appartient a la sphere unité de F. Mais par hypothese, il existe un réel
T

r > 0 tel que 'image de la sphére unité de F soit une sphére de centre 0 et de rayon r. Ainsi |u(y)| =r
et il vient :
[u()] = 7]z

Ainsi u est une similitude de rapport r.



Partie II - Assertions équivalentes

1
7. e On suppose que u est une similitude de rapport k. Alors v = Eu est un endomorphisme orthogonal et
u = (kIdg) ow.
e Réciproquement, supposons que v = (kIdg) ov olt k > 0 et v € O(FE). Pour tout « € E on a alors :
lu(@)] = [ko(@)| = & Jv(@)] = k2|,
donc u est une similitude de rapport k.

Conclusion. u est un similitude si et seulement si u est la composée d’une homothétie non nulle et d’un
endomorphisme orthogonal.

8. a) Soient (z,y) € E?. On a:
2 2 2
lz+yl™ = lz]"+ 2z y) + |yl
2 2 2
lz=yl” = lzI” = 2(z,y) + |yl
Par soustraction il vient : (z,y) = % (Hx +yl? =z - y||2)

b) e Supposons que pour tout (z,y) € E? on ait (u(z),u(y)) = k? (z,y) .. Pour tout x dans F, en prenant
y = on a donc |u(z)|*> = k2 |z|* donc u est une similitude de rapport k.

e Réciproquement supposons que u soit une similitude de rapport k. Pour tout (z,y) € E? on a :
1 2 2
() u(w) = 7 (o) +ul)l® - Ju(@) +u(y)|?)

_ i (|\u(x—|—y)||2 — |\u(x—|-y)||2) =
= k2 (z,y)

1
7 (B le+yl* =K o+ yl?)

Conclusion. u est une similitude de rapport k si et seulement si pour tout (z,y) € E? on a :
(u(@), u(y)) = k* (2,y).

9. Découle immédiatement de la question précédente.

10. a) Soit (i,7) € {1,...,n}".

— Ona:(ei+ej,e—e5) = |es]® = (es e5) + (€5, e5) — Jej|° = 0.
~—~— ~
-1 =1
— D’apres le point précédent, comme u préserve 'orthogonalité : (u(e;) + u(e;), u(e;) — ule;)) =
0..
Mais on a (u(e;) + u(e;), u(e;) — u(e;)) = ||u(el)||2 — ||u(ej)||2, ce qui permet de dire que :
Jules)| = [ule;)]-
b) Pour tout i € {1,...,n} on a |e;| =1 et ||u(e;)|| =k donc ||u(e;)|| = & ||e;]]-
n n
¢) Soit ¢ € E. On écrit x = Z z;e; de sorte que [z]* = Z 22 (on travaille en base orthonormée!).
i=1 i=1
Comme u préserve 'orthogonalité la famille (u(e;))1<i<n est orthogonale et la famille (x;u(e;))1<ign
aussi. Par le théoreme de Pythagore, il vient :

IF@IF = Y lzule)l® =D o ule)l” = kY af = k||
i=1 i=1 i=1

Ainsi u est une similitude de rapport k.
11. e Soient (z,y) € E? et A € IR. Posons § = |u(z + A\y) — (u(z) + u(\y))|. On a :
07 = Ju(@+x)I” =2 (ule + Ay), u(@) + u(ry)) + Juz) + u(ry)]*
2 o+ Myl* = 2 (ul + Ay), u(®)) = 2X (u(@ + ), u(y)) + [u@)] + 2X (u(z), u(y)) + [u(ry)]*

k2 2?4+ 202 (2, y) + K2A2 [y[® — 2k (2 + Ay, @) — 262X (@ + Ay, y) + K2 |o]® + 20k (2, ) + k2 |y

..=0
Ainsi u(x + Ay) — (u(z) + u(Ay)) = 0 ce qui prouve que u est linéaire.

e Comme u est linéaire, d’apres la question 8b (ou la question 10c), u est une similitude de rapport k.



