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La formule de Stirling, niveau CCP

: cos(x) dx = [sin(x)]§ = 1.

1. a. OnIO:Z,etl}:/
2 0
] on a cosz € [0,1] et ainsi (cosx)"™! <

b. Soit n entier naturel. Pour tout z dans [0
(cosz)™. Comme 0 < 7 il vient par croissance de l'intégrale :

/ (cos )"t dr < /2
0 0

ce qui démontre que I, < [,. Ceci étant valable pour tout n entier naturel on peut

s
72

(cosx)" dz

(VB

la suite (I,,)nen est décroissante

conclure que

c. On utilise une intégration par partie :
2 dsin

dx

™

hes = [ eostarac= [
[sin(z) cos(z)™'] 2 + (n + 1) /O

(n+1) /02(1 — cos(x)?) cos(z)" dz = (n + 1)(I, — Ly2)

(z) cos(z)" ™ dz

s
2

sin(z)? cos(x)" dx

D'ott (n + 2) s = (n + 1)1, donc | I = Zj: ;In .
d. e La propriété I, = 22(])2(12'!) 2% pour p dans IN se démontre facilement par récurrence sur
p, en utilisant la relation : Iy, 9 = %lgp.
N , 227 (pl)?
e De maniere similaire, on démontre que | I, = (229—4—1)' .

e Soit n > 2. On a vu que la suite ([,,) est décroissante, donc on a

2. a.
[n g [nfl < [n72
I, I,
Mais I,, > 0 donc 1 < 7 L < 7 2.
1 I, n
De plus on a vu que [,, = I, 5, dou: 2 =
1, n—1
I, I,
ce qui permet de conclure que : |1 < ! < 2 < i
1, I, n—1
. . In—l
e Par sandwich on a donc |4 hr}rl =1/
n—-+0oo n




b. e Posons pour n entier naturel : w, = nl,l,_1. Si n € IN on a alors (en utilisation la
relation de la question 1c) :

W1 (TL + 1)In+lln n+1 In+1

pr— pr— p— 1
e D’apres la question 2a on a I, ~ I,y donc nI? ~ nl, I, 1 = w, = w; = [[]I = g,
d’ou :
d lim n]2
n—-+oo 2

. , 1 . . , .
. a. e On sait que pour « réel E - converge S1 et seulement si o > 1 (Serles de RIEMANN)
n
n>1

ce qui justifie la convergence de la série Z —
n>1
1 1

1
e Pour tout n > 1 entier on a : — — = orn(n+1) < (n+1)% dou :
n n+l nn+1)

1 1 1
— >

n n+1”~ (n+1)?

N-1 1 N-1 1 ]
e Soit N > 2 entier naturel on a : nz::l( 1y Zlﬁ_n—kl:l_ﬁgl
N-1 1 N N
Mais nz:; m = nz:l — — 1 donc z:: 2 et par passage a la limite on obtient :
+o00
1
— <2
n=1 n

b. Soit n € IN*. On peut noter que, g étant de classe C', f’ est continue sur le segment [0, 1]

donc est bornée sur [0, 1] et ainsi sup |¢'(z)| = |¢'|, est un réel. On a alors :
z€[0,1]

X

cos(znm)] ! . /01 J (x)cos(2n7rx) 4

2nm 2nm

- {g(x)

g<0) _g(l) +/1 g/(x)COS(Qan) dx

/0 () sin(2nme) da

2nm 2nm
< |( ]—I—]g /| \cos 2n7r:v)]dm
<9l oo
1 / 1
¢ Ol Il [,
2nm 2nm Jo
< 19O+ lgM]+ 19
= 2nm

l9O)] + 9] + 19l

5 qui est bien indépendant de n, on a :
70

)
<-).
n

Ainsi, avec b =

(Vn € INY) ( /0 1 g(x)sin(2n7z) do

2



n
c. Soient z €]0,1] et n € IN*. La somme Z cos(2kmx) est la partie réelle de
k=1

n—1
§ ez2k7r:1: — z27rx E :eleﬂ'l‘ o 127rx
k=1

n—1

— E 127rx
k=0 k=0

z2n7r:r:

— 127rx]'

1-—

INTT [ A—INTT
_ i27x € (e

_ einﬂ'x)
et e (e—iww _ eiwm)
iome —208IN(nT2)™™ sin(nwr) 400
—2i sin(7x)el™®
Il vient alors :

sin(mx)
& sin(nmx)
QZCOS(kac) = 2

ki

Sn(rz) cos((n + 1))

= 2sin(nmx) cos(nmz)cotan(rr) — 2sin®(nmx)
= cotan(mz)sin(2nmwz) + cos(2nwx) — 1

d. e Soit z dans ]0, 1] on a cotan(rz) = CoSTE

(§] ]_ T
SIN TXx

5 -
Or on a les développement limités a I'ordre 1 en 0 des fonctions cos et sin

sinz
cost =1+ xei(x) et sinz =z + ze9(z) ou limey(x) =0, limey(z) =0
Il vient alors pour z dans |0, 1]

fla) = :v(a:2— 1) 14 mae(mx)

(v —=1) 1+ 7ae ()
T + Trey(nr) 2 T+ mea ()
——. On considere alors la fonction f: [0, 1[— IR définie par

_ f(z) siz€]0,1]
0-{ "%

e §ir=0
o ST

donc 3 lim f(x) =

z—0t

T
Cette fonction

f prolonge f par continuité a [0, 1]

e La fonction f est de classe C* sur |0, 1] comme produit de fonctions de classes C'*
cet intervalle et on a pour z dans ]0, 1]

20 — 1 -1 —
f(z) = < cotan(mwz) + x($2 ) ( _ 27r )
sin® 7
(22 —1)cosmw sinmx — mw(zr — 1)
B 2sin?

(22 — 1) (1 + o(z)) <m _ ()

3 + 0(x3)> —rx(x —1)
2 (mx + o(x))”

—mx + 272? — 7x?o(1) + o(x
=0

3) — ma? + ma

222 (7 4 0(1))?
_ m—mo(1) + o(z) 1

2=0 2<7T+0(1))2 =0 27




Commentaire. j’ai rédigé ci-dessus avec des o(z). Je rappelle que o(x) = zo(1) et
o(x) = o(1) signifie p(x) — 0, tout cela étant vrai au point ol on considere les pe-
tits o...

e En résumé, la fonction fvériﬁe toutes les hypotheses du théoreme de prolongement de

la dérivée : elle est continue sur [0,1[, de classe C' sur ]0,1] et 3 lim+f’(x) =5- € R :
z—0 ™

la fonction f est de classe C' sur [0, 1],

e On peut montrer de méme que f se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 1]...

. ® Soit k dans IN*. On a :

1
-1
Jp = / x(xT) cos(2kmz) d dz
0

. w(x — 1) sin(2knz)]’ B /1 2x — 1sin(2kmx)
?;’F 2 2k 0 2 2k

-

=0

[ [ e

0

I1PP

1 {sm(%m)} ! 1

(2k)? (2km)3 |,  (2km)?
~1
o Soit > 1, en multipliant la relation de 3¢ par %) bour 2 dans J0, 1[, on obtient
1) <& _q » N
% kz:; cos(2kmz) = i’c(xT)cotan(wx)jsin(Qnﬂx) + % cos(2nmz) — %
1
= 5f(2)

= %f(m) sin(2nmx) + @ cos(2nmx) — w

Mais cette égalité est encore valable pour x = 0 ou x = 1.

e On integre alors entre 0 et 1 (ce qui est loisible car toutes les fonctions intégrées sont
continues sur [0,1]) et on obtient pour tout n > 1 entier :

: 1 [~ 1 [t oz —1 1 [t a(z—1
Z Jp = —/ f(z)sin(2nmz) doe 4+ = / 2@ =1) cos(2nmx) dor — = / sz 1) dz.
£ 2 /s 2 ), 2 2 ), 2

. D’apres la question précédente on a pour tout n > 1 entier :

n_q n 1 1 1
Z i 4 Z Jp = 2772/ f(x) sin(2n7rx)dx+7r2/ z(z—1) Cos(2n7mc)dx—7r2/ z(z—1)dz
k=1 k=1 0 0 0
. b
Or / f(z)sin(2nmz) de| < — pour tout n > 1 entier, d’apres la question 3c (puisque
0 n

f est de classe C! sur [0, 7)), ce qui amene :

n—-+o0o

lim /01 f(z) sin(2nmz) dz = 0
4



1
De la méme facon on montre que / z(zr — 1) cos(2nmx) dz| < E, d’out
0 n
1
lim z(z — 1) cos(2nmx) dez =0
n—+oo 0
+o0 n 1 2
) 1 _ z(z —1) s
Il en résulte que : ; =i nl_l)rfoo = nl—lglooz Jp = —7 /0 —5 dr = 3 et
alnsl :
+o00 1 __WZ
s = —
—~n 6

. Soit n > 1 entier. On a :

ntl+s 1™ n+i n+3
Upr1  (n+1) = nle I (n+1)"z 1 (1 N 1)
e

= = 1

= 1 X I
Un, (n+ 1)lent n"ti nts e

Il vient alors en utilisant un développent limité a ’ordre 3 du logarithme naturel en 0 :

1 1
5, = In2l— 14 <n+—>ln<1+—)
Un, 2 n

0N\ /1 1 1 1 .
= —1+(n+2) |-+ =+ -— ol &, — 0

2 n 2n2 ' 3n3 ' 3n 3¢
1 . 1 . 1 i 1 1 n 1 n
= —0—tostaogtnto 5T a5 T 56
2n  3n?  3n? 2n  4n?2  6n%  6n3
- L oL S+ —
T o202 32 T ens T ensn
Y
122 “n n ngn
2 2 . 1
Comme «,, = 4¢, + — + —¢, — 0 on a bien |4, ~ .
n n 4o 400 12n2

1
.e0Onald, ~ >Oetz

" too 12n2

g, converge (série de RIEMANN). Ainsi E 0, converge.
n
n>1 n>1

e Puis pour n > 1 entier on a J, = lnv,.; — Inv, donc, puisque la série E On
n>1
converge, la suite Inwv, converge aussi vers un réel a. Par continuité de ’exponentielle,

lim v, =e* > 0.

n——+00
. Posons A\ = lir+n V. Selon ce qui précede A > 0. On a v, = '\/— ~ A d’ou
n—-+00 len
nl ~ kn"e "\/n avec k = —
(2n)! w
. e D’apres la question 1d, on a pour n > 1 entier : Iy, = ————.
p q p R

Or (2n)! ~ k(2n)*e=2"\/2n et (n!)? ~ k*n*"e ?"n, donc :

\/§7T_ T
[%L“’kwﬁié'_’kvezg (*)

>




1
e D’autre part, d’apres la question 2b, on a : 2nl3 ~ g, d’ou Iy, ~ 5 T
n

1 /m s
Avec (), par transitivité de ~, on a donc : —\/j ~ . On dispose alors d’une suites
(%), p N~ g p

o, telles que ay, Q 0et:

T
Cela force, par passage a la limite, k = \/; et ainsi on a bien :

n!l ~ 2mn <E> .

n—oo e




