PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

La représentation adjointe, niveau CCP, une correction

Partie 1

1. Quelques généralités.
a) Il est aisé de montrer que ad4 est un endomorphisme de M, (IR).

b) e On a ada(l,) = 0. Ainsi kerad, est non réduit a 0. Lendomorphisme ad4 n’est pas
injectif.

e Notons que si M € M,,(IR) alors tr(ada(M)) = tr(AM) — tr(MA) = OR.

Ainsi Im ad4 C kertr : ads n’est pas surjectif.

2. Etude d’un cas particulier
11

On suppose dans cette question que n = 2 et A = (0 3

). On note B la base de Ms(IR)

constituée des quatre matrices suivantes :

1 0 01 0 0 0 0
E1,1:(0 0), E1,2:<0 0)> FEs (1 O> et E2,2:(0 1)-

a) A dans My(IR) admet deux valeurs propre distinctes qui sont 1 et 3 : elle est diagonali-
sable.

b) On a ada(Ey1) = AEy 1 — E11A=E1 — (Eiq + E12) = —E 5 et des calculs similaires

amenent :
0 0 1 0
-1 -2 0 1
pdals =1 o o 2 ¢
0 0 -1 0

c) Le rang de la matrice précédente est 2 : 0 est donc valeur propre de ad, (on le savait
depuis la premieére question) et I’espace propre associé est de dimension 2, via le théoreme
du rang. Il reste au plus deux valeurs propres de ad 4.

Or la matrice [ad 4]z +214 n’est pas inversible (puisque sa seconde colonne est nulle) donc
—2 est valeur propre de ad 4.

Enfin la matrice [ada]g — 214 n’est pas inversible (puisque sa troisieme ligne est nulle)
donc 2 est valeur propre de ad4.

On peut alors affirmer que les valeurs propres de ad 4 sont —2, 0 et 2 et que les dimensions
respectives des espaces propres associés sont 1, 2 et 1. Il en résulte que ady, qui est un
endomorphisme de M;(IR), est diagonalisable puisque la somme des dimensions des
sous-espaces propres est égale a la dimension de Ms(IR).



Partie II : Etude du cas ou A est diagonalisable.

3. e Comme A est diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible dans M,,(IR) telles que :
A= PDP~'. 1l vient alors :

tA — t(PDP—l) — t(P—l>tDtP — Q_IDQ,
ot Q =P est inversible. 11 en résulte que ‘A est diagonalisable dans M,,(IR).

e Pour )\ réel on a :

A — M, inversible < (A — \I,) inversible
& YA — M\, inversible

Ainsi A — M, est non inversible si et seulement si ‘A — \I,, est non inversible : A et ‘A ont
les mémes valeurs propres.

4. 1l existe X et u réels tels que AX = AX et ‘AY = uY, donc 'Y A = 'Y, On a alors :

ada(X'Y) = AX'Y - X'V A= (\— p)XY.

=AX =uty
T Y1
Enfin, en notant X = | : | et Y = | : |, ona X"V = [z;y,]; de 14, puisque X et Y sont
Ty Yn

non nuls, I'un des coefficients de la matrice X'Y est non nul.

Conclusion. | X'Y est un vecteur propre de ad 4 |.

5. e Soit (7,7) € [1,n]?. On écrit V; = Zaka et V; = Zﬁng ol ...

k=1 =1
On a alors :
ViV, = ( aka> t(z m) — (Z aka> (Z m%)
k=1 (=1 k=1 (=1

n n

= akﬁngth S VeCt(]:)
k=1 ¢=1

e On sait que, pour (i, ) € [1,n]?, E;; = Vi'V; € vect(F). Ainsi vect(F) contient une base
de M, (IR) : F est une partie génératrice de M,,(IR) de cardinal n* = dim M,,(IR) : c’est
une base de M,,(IR).

6. Comme A est supposée diagonalisable, ‘A 1'est aussi d’apres la question 3. Il existe ainsi
(X1,...,X,) et (Y1,...,Y,) bases de M,,1(IR) formées de vecteurs propres de A et 'A
respectivement.

D’aprés la question précédente et la question 4, la famille (X;})( j)eq1,n] st une base de
M, (IR) qui est formée de vecteurs propres de ad,, ce qui signifie exactement que ad4 est
diagonalisable.



Partie 111

7. Etude d’un sous-espace propre de ad, associé a une valeur propre non nulle.

a)

Pour k = 0 et k = 1, c’est évident. Supposons que ad(T*) = kuT* pour un certain
k € IN. On a alors :

AT = (ATMT = (ada(T%) + TFA)T
= (kuT* — TFA)T = kpT ' — TFAT = kpT* — T% (—ada(T) — TA)

NV
=—uT-TA

— (k+1>MTk+1—|—Tk+1A

Ainsi ad 4 (T*H) = (k + 1) uTr,
Par récurrence, on peut donc affirmer que, pour tout k €
IN on a : ada(T*) = kuT"*.

On raisonne par l'absurde et on suppose que pour tout ¢ > 1 on a 77 # 0. D’apres la
question précédente, qu est alors une valeur propre de ad 4, et ce pour tout ¢ > 1 entier.
Ainsi ady, qui est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, admet
une infinité de valeurs propres (puisque p est non nul) : ¢’est profondément stupide !

Conclusion. ‘Il existe un entier ¢ > 1 tel que 77 =0 ‘

e Comme 777! # 0, il existe X € M,,;(IR) tel que TP~*X # 0. Montrons alors que la
famille (X, TX, ..., TP~ X) est libre dans M,, ;(IR).
Soient ap, ..., a,—1 des réels tels que :

OéoX + OélTX + -4 ozp,lTple = 0 (‘)

En multipliant & gauche par TP~! on obtient : ay7?' X = 0, donc g = 0.

#0
On multiple alors & gauche dans (#) par T?~2 pour obtenir a;TP~'X = 0 d’oul a; = 0.
En itérant ce raisonnement, il vient ag = ... = a1 = 0 : la famille (X, TX,..., TP X)
est libre.

e Comme dim M,, ;(IR) = n, on obtient p < n.

p
. Comme ad4 est un endomorphisme diagonalisable de F on a : F = @ E;.

i=1
p
Ainsi tout élément V de E = M,,(IR) s’écrit (de maniere unique) V' = Z W;ouW, € E;

i=1
pour tout i € {1,...,p}.

Soit W; € E;. On a alors ad4(W;) = p;W; mais aussi : ada(W;) = AW; — W; A donc :

ada(W)) X = AW, X — W,AX e puW; X = AW, X — AW, X

donc | AW, X = (A + py) W; X




L1
c. Par exemple écrivons X = : . Comme X est un vecteur propre colonne de A,
Ty
une de ses coordonnées est non nul : il existe ig € {1,...,n} tel que x;, # 0. Pour
Y1
Y = : € M,,1(IR) on cherche V' = [v; ;] dans E telle que Y = V X. Cette derniere

Yn
égalité est équivalente au systeme (d’'inconnues v; ;) :

( n

5:“1,1'1’]' = U

j=1

n
E Unjl; = Yn

\ 7=l

Fixons i dans {1,...,n}. On pose alors v; ; = 5;-0& pour tout j dans {1,...,n} de sorte
x.

20

que si V = [v; ;] on obtient VX =Y ie. (V) =Y.

Conclusion. ‘@ est surjective ‘

d. Prenons Y dans M, ;(IR). Selon la question précédente, il existe V' dans E tel que Y =

VX. ) )
On écrit alors V = Z W; selon E = EB E;. 11 vient :
i=1 i=1
p
Y =) WX
i=1

Or chaque W;X est dans l'espace ker(A — (A + p;)I) (d’apres 6b). Ainsi M, ;(IR) est
somme des sous-espaces ker(A — (A + p;)1) qui, lorsqu’ils sont non triviaux, sont des
sous-espaces propres de A : E est somme directe des sous-espaces propres de A donc
‘A est diagonalisable ‘

Partie IV : Etude du cas ol A est symétrique.

10. Le lecteur montrera facilement que l'application (. | .) est un produit scalaire sur M,,(IR).

Commentaire important. Remarquez que, méme si on n’en a pas besoin ici, (M | N) =
tr(!NM). ..

11. Soient (M, N) € M,(IR)?, avec M = [m; ;] jepnpz €6 N = [nij]ij)epn2- Ecrivons M'N =
(¢ ;]. Pour tout (i, ) € [1,n]* on a:



12.

13.

14.

Ainsi, il vient :

i 11) = S5 (S )

lel

= E E mg k1 k

i=1 k=1

= (M|N)

Conclusion. | Pour tout (M, N) € M, (IR)*>, ona (M | N)= (M'N|I,)|.

Comme la matrice P est orthogonale, pour tout (i,7) de [1,n]? on a : 'C;C; = (517 (les
colonnes d’une matrice orthogonale forment une base orthonormale de M, ;(IR) pour le
produit scalaire canonique).

Soit (z',j) € ﬂl,n]]Z.
X1 Y1

e Bcrivons C; = t | et C; = : |. Les coefficient de la matrice C;'C; sont alors xy,

Tn Yn
pour (k) € [1,n]? Les coefficients diagonaux de la matrice C;'C; sont alors :

T1Y1y - s TnlYn-

e On a alors

tC |I ZZxkygék—Zxkyk—CC —(5J

k=1 (=1
Soient (7,7) et (k,¢) dans [1,n]?. On a alors, d’apres les questions 11, 12 et 13 :
(Ci'C; | CK'Cy) = (C/C(CCy) | 1)
= (C/'C;C,'Cy) | 1)
~——
5t
= 8(CCr | I,) = 656
{1 si (i.4) = (k. 0)

0 sinon

Il en résulte que G est une famille orthonormée de M,,(IR), donc libre. Comme card(G) =
n? = dim M,,(IR), G est une base de M,,(IR).

Conclusion. G est une base orthonormale de M,,(IR), constituée de vecteurs propres de ad 4
selon la question 4 (puisque chaque C; est un vecteur propre de A).

FIN DE LA CORRECTION




