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La représentation adjointe, niveau CCP

Dans tout le probleme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout ¢ € [1,n], on note
V; la matrice colonne de M,, ;(IR) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de la i-ieme ligne
qui est égal a 1. On admet que la famille (V;);cp,n) est une base de M, 1(IR).

Pour tout (i,7) € [1,n]? on note E; ; = V;'V;. Ainsi, pour tout (4, j) de [1,n]?, la matrice E;
est la matrice carré de M,,(IR) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui a I'intersection de la
i-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui est égal a 1. On admet que la famille (E; ;) j)epn)2 €st
une base de M,,(IR).

On note I,, la matrice identité de M, (IR).

Soit A une matrice de M, (IR) telle que, pour tout A de IR, A # AI,,. On considere I'application
ads : M, (IR) - M, (IR) définie par :

ada(M) = AM — MA.

Partie 1

1. Quelques généralités.
a) Montrer que ad4 est un endomorphisme de M,,(IR).
b) Déterminer ad4(1,). L'endomorphisme ad 4 est-il injectif 7 surjectif ?

2. Etude d’un cas particulier

On suppose dans cette question que n = 2 et A = (O 3

L 1). On note B la base de M»(IR)

constituée des quatre matrices suivantes :

10 0 1 0 0 0 0
E1,1=<0 0)7 E1,2:(0 0), Fs (1 O) et E2,2:(0 1)-

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable dans My (IR) et donner les valeurs propres
de A.

b) Ecrire la matrice de ady dans la base B puis déterminer le rang de cette matrice.
¢) Déterminer les valeurs propres de ad4 et démontrer que ad4 est diagonalisable.

Partie II : Etude du cas ou A est diagonalisable.

On suppose dans cette partie que la matrice A est diagonalisable dans M,,(IR).
3. Démontrer que ‘A est diagonalisable dans M,,(IR) et que A et 'A ont les mémes valeurs
propres.

4. Soient X et Y dans M, 1(IR) tels que X est un vecteur propre de A et Y est un vecteur
propre de A. Démontrer que X% est un vecteur propre de ady.

5. Soient (X7i,...,X,) et (Y3,...,Y,) deux bases de M,,1(IR). On considere la famille F =
(X)) (i.j)epinpz- Démontrer que pour tout (z,7) € [1,n]?, V;'V; appartient au sous-espace
vectoriel de M,,(IR) engendré par F.

En déduire que F est une base de M,,(IR).

6. Démontrer que ad4 est diagonalisable.



Partie 111

On suppose dans cette partie que ad 4 est diagonalisable.

7. Etude d’un sous-espace propre de ad, associé a une valeur propre non nulle.

On suppose dans cette question que p est une valeur propre non nulle de ad4 et que T €
M, (IR) est un vecteur propre associé.
a) Démontrer que pour tout k € IN on a : ad4(T*) = kuT™*.
b) Démontrer qu’il existe un entier ¢ > 1 tel que 79 = 0.
On note, dans la suite de cette question, p le plus petit entier tel que TP = 0 et TP~ £ 0.
¢) Démontrer l'existence de X € M,,1(IR) tel que la famille (X, TX,..., 7?71 X) soit libre
dans M,, 1(IR). Comparer alors n et p.
On suppose que A admet au moins une valeur propre A dont on note X un vecteur propre
associé dans M, 1 (IR).
On note py, ..., i, les valeurs propres distinctes de ad 4.
On pose encore E; = ker(ads — p;ld g, m)) pour @ € [1,p], qui est un sous-espace vectoriel

de M, (IR).

On veut démontrer alors que A est diagonalisable.

P
a) Justifier que tout élément W de £ = M,,(IR) s’écrit W = Z W, ou W; € E; pour tout
i=1
i€[1,p]
b) Soit ¢ dans [1,p]. Si W; € E; démontrer que : AW; X = (A + ;) W; X.
c) Démontrer que ¢ : E — M, ;(IR) définie par &(W) = WX est surjective.
d) Conclure.

Partie IV : Etude du cas ol A est symétrique.

On suppose dans cette partie que la matrice A est symétrique. Il existe donc une matrice or-
thogonale P telle que P~'AP soit une matrice diagonale. On note C;, (s, ..., C, les colonnes de

P.

Pour tout matrice M = [m;;]u jep a2 €6 N = [nijlaj)epnpz de My (IR), on définit :

10.
11.
12.
13.

14.

(M ‘ N) = Z mi’jni,j.
(i,4)€1,n]?

Montrer que 'application (. | .) est un produit scalaire sur M,,(IR).
Montrer que : ¥(M,N) € M,,(IR)?, (M | N) = (M'N | L,).
Pour tout (4, ) de [1,n]?, calculer 'C;C;.
Pour tout (i, ) de [1,n]?, déterminer les coefficients diagonaux de la matrice C;'C; et en
déduire la valeur de (C;'C; | I,).
On considere la famille G = (Ci'C}) (i jyepnpz de My (IR).
Démontrer que G est une base orthonormée pour le produit scalaire (. | .) de M,,(IR) et que
G est constituée de vecteurs propres de ad 4.



