PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Exercice probabilités CCP 2021, une correction

Exercice 1 - Les urnes de Polya

Partie I - Préliminaires

1. Notons R; (resp. B;) événement "tirer une boule rouge (resp. blanche) au i-eme tirage.”
Ona X;(Q) ={0,1} et

r

b+r

P(X,=1)=P(By) = L et P(X; =0)=P(R)=

car toutes les b 4 r boules présentes dans 'urne sont équiprobables.

2. e Sachant X; = 1, on a tiré une boule blanche au premier tirage, donc, avant le second tirage, 'urne contient
b+ 1 boules blanches et r boules rouges équiprobables, donc

b+1 r
— et Px.-1(X9=0)=Px —1(Ry)) = ——.
r+b+1 et Prizi (X ) xi=1(Ra) r+b+1

Px,—1(Xo =1) = Px,=1(B2) =
De méme, sachant X; = 0, on a b boules blanches et r 4+ 1 boules rouges équiprobables pour le deuxieme
tirage, donc

b r+1

Pracole =)= PasoBe) = iy o PrasolXe =00 = Prcoi) = Som

e On a X5(Q) = {0,1} et, d’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(X1=0,X;=1),0na

P(X=0)=P(X1=0NX>=0)+P(X; =1NX2=0)
= P(X; = 0)Px,=0(X2 = 0) + P(X; = 1)Px,=1(X2 = 0)
oor o or+1 b T ~rlb+r+1)
b rb+r+1+b+rb+r+1*(b+r)(b+r+1)’b+r
b

etP(ngl):l—P(XQZO)

bt

3. @5, =b+) ;_; X} est égale au nombre de boules présentes dans I'urne au départ auquel on ajoute le nombre
de boules blanches tirées au cours des n premiers tirages. Sachant que chaque fois que 'on tire une boule
blanche, on en ajoute globalement une dans 1'urne, S,, est égale au nombre de boules blanches présentes
initialement auquel on ajoute le nombre de boules blanches ajoutées au cours des n premiers tirages. S,
représente donc le nombre de boules blanches présentes dans 1'urne avant le (n + 1)-iéme tirage.

e Comme, & chaque tirage, il y a au moins 1 boule blanche et une boule rouge dans 1’'urne, pour tout k& € IN*,
on a X;(Q2) ={0,1}.

D’ott, pour tout n € IN*, (3-7_, Xi) () = [0,n], donc S, () = [b,b+ n]. Cette formule est encore valable
pour n = 0 (car Sy = b), donc est valable pour tout n € IN.

Partie II - La loi de X,

4. Soit k € [b,n + b].
Sachant S,, = k, l'urne contient au début du (n + 1)-eme tirage k boules blanches.
Comme, a chaque tirage, on ajoute exactement une boule (que la boule tirée soit blanche ou rouge), I'urne
contient en tout, avant le (n + 1)-eéme tirage, r + b + n boules, donc r + b + n — k boules rouges.
D’ot1, comme toutes les boules présentes dans 'urne sont équiprobables,

k
P(Xyq1 =18y =k) = Ps,=k(Bnt1) = P e



5. Comme S,, est finie, elle admet bien une espérance.
De plus, d’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (S, = k)res, () =
(Sn = k) kelb,b4n], O0 @ :

b+n b+n

P(Xpi1=1)=> P(Xpp1 =108, =k)=> P(Sy=k)Ps,—(Xps1=1)
k=b k=b
b+n b+n

SN PGS =k =L N ps, =gy = BB
= r+bt+n r+btn i~ r+b+n

6. Montrons par récurrence forte que, pour tout n € IN*, 7X,, suit la loi de Bernoulli de parametre b_%” (HR,).
b

r+b

Hérédité : Soit n € IN* et supposons H Ry, vérifiée pour tout k € [1,n].

Alors on a F(Xy) = b_%r pour tout k € [1,n], donc, par linéarité de 'espérance,

Initialisation : Pour n = 1, d’apres la question 1, on a X; ~ B ) , donc on a bien HR;.

n

B(S2) =b+ S B(Xy) = b+n—— = botr+n)

— b+r b+r
D’ou, d’apres la question précédente,
E(S,) b(b+r+n) 1 b
P(X,.1=1)= = = ,
(X1 ) r+b+n b+r r+b+n b+r

et, comme X,41(2) ={0,1}, on a X,,11 ~ B (b%) . On a bien HR,41.

Conclusion : D’ol, par récurrence, pour tout n € IN*, X,, ~ B (bir) .

Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

7. Pour tout n € IN*, on aici S, =1+ > ;_, Xy, donc

(Sn:1)<:>1+ZXk:1<:>ZXk:O<:>Vk:€[[1,n]], X, =0
k=1 k=1

car toutes les variables X} sont positives, et une somme de positifs est nulle si et seulement si chacun des
termes de la somme est nul.

8. On a donc
P(S,=1)=P (ﬂ(Xk = 0))
k=1
= P(X;=0)Px,—0(X2=0) X -+ X Px,—on..nx,_,=0(Xn =0) (formule des probabilités composées)
n—1
= P(X1 = 0) x [[ Px,=on. nxe=0(Xk11 = 0)
k=1

DN =

n—1
1+k 1 )
X kl:[l TRt (télescopage)

car, pour tout k € [1,n — 1], sachant X; =0N...N X, =0, on a tiré k boules rouges, donc ajouté k boules
rouges, et I'urne contient donc k 4 1 rouges et 1 blanche équiprobables au début du k + 1-eme tirage.

(S, = n+ 1) signifie que Uon a tiré que des boules blanches. Dans cette partie, les blanches et les rouges
ont des riles complétement symétriques (méme nombre au départ et méme comportement a chaque tirage),

donc, par symétrie (ou en inversant le réle des blanches et des rouges), on a bien P(S, 1 =n) = —=

n+1°
9. Soit (k,¢) € [1,n+2] x [1,n+1].
(i) Si ¢ ¢ {k—1,k}, alors, comme (Sp+1 — Sp)() = Xpn41(2) = {0,1}, Pévénement (Sp,41 = kNS, = ¢)
est impossible (car il implique S,,11 — S, =k — £ ¢ {0,1}), donc
P(Spt1=kNS, =¥ 0

P(Sn1 = k|Sh =€) = P(S, =10) TPS.=n




(ii) Si¢ =k —1 (et donc k > 2), alors

PGS, —k—1) PS5, —k—1)
 P(Xpy1 =108, =k—1)
- P(S, =k —1)
_ P(Sn = kp(gpi";k__ll()X"H =1 (formule des probabilités composées)
k—1 k—1

(d’apres la question 4 avec k —1 € IN* et r = b =

= Ps, =k 1(Xnp1 =1) = 7 +1+n 2+n

(iii) Enfin, si £ = k, on a de méme

P(Sya1 = kS, = ) = POnt1 =k0 S =k) _ P(Snp1 = 8, =008, = k)

P(S, =k) P(S, =k)
P(S, =k)
P =k)Ps, (X =
= (S ]2( ;n—k(]g) ni1 =0) (formule des probabilités composées)
= PSn:k(XnJrl = 0) =1- PSn:k(XnJrl - ]-)
E 24n—k

=1

“Trirn= 2% (d’apres la question 4 avec k € IN* et r = b= 1)
n n

10. Soit k € [2,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (.S,, =
Oees, @) = (Sn =L)ecpi i), on a:

n+1 n+1

P(Sni1=k)=> P(Sup1=kNSy=10)=> P(Sy =0Ps,—¢(Snt1 = k)
=1 =1
n+1
= P(Sy =k — 1)Ps,—1(Sn41 = k) + P(Sp = k)Ps,—k(Snp1 = k) + D P(Sy =€) Ps,—¢(Sni1 =k
— _,—
ee{(li_—lm} =0

(car, comme k € [2,n+ 1], k—1et k € [1,n+1])
k-1 n+2—-k
=Py =k 1)+ 2 P(S, = k).
n+ 2 ( )+ n+ 2 ( )
11. Montrons par récurrence que, pour tout n € IN, « S,, suit la loi uniforme sur [1,n+ 1] » (HR,).
— Initialisation : Pour n =0, Sp = 1 ~ U([1,1]), donc on a bien HRy.
Pour n =1, on a X; ~ B(1/2) = U([0,1]) d’apres la question 1 avec r =b=1. Onadonc S1 =1+ X; ~
U(1,2]). On a bien HR;.
— Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN* la propriété HR,, soit vérifiée.
Alors on a Sp,11(Q2) = [1,n + 2] (d’apres la question 3), P(Sp41 = 1) = #_2 (d’apres la question 8),
P(Sp+1 =n+2) = — (admis dans I’énoncé) et, pour tout k € [2,n+ 1], d’aprés la question précédente,

n+2
k—1 n+2—k
k-1 1 n+2—-k 1
= d’apres HR,, k—1letk n(Q) =[1, 1
n—|—2n+1+ e (d’apres HR,, avec et k€ S,() =[1,n+1])
n+1 1

S (n+2)(n+1) n+2

On a donc bien S,11 ~ U([1,n+2]),.

Conclusion. Par récurrence, pour tout n € IN, S, ~ U([1,n + 1]).



