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Polynomes d’Hermite, une correction

Partie 1
Trois résultats utiles pour la suite

2
. . —z— . .
1. a. Soit n un entier nature. Tout d’abord z — 2™e~ 2 est continue sur IR. Puis on a :

lirf 22 (x”e_T) = 0 (par croissances comparées) donc, selon RIEMANN, l'intégrale / e 2 dr
T—r+00
converge. 0
z? 0 22
lim 22 (x”e_T) = 0 (par croissances comparées) donc, selon RIEMANN, l’intégrale/ e 2 dx
T——00 —
converge. >
On peut donc conclure que ‘ I,, est une intégrale convergente ‘
b. Soit n > 2 entier. Soient X < Y des réels. On a :
Y 2 Y 2
/ e T dx = / " lre™ T dx
X X
1 22 v 2 z2
= {x"_ ( 6_7):| —(n—l)/ " (—6_7) dz
IPP
Y2 X2 Y :1;2
= —Y"lez L X" e 4 (n— 1)/ " %eT T dx
X
En faisant tendre X vers —oo et Y vers +00 on obtient correctement :
/ 2"e” T dx=(n— 1)/ " 2”7 do
—c0 —00
ce qui donne ‘ I,=(n—-1I,_2 ‘
CD2 . .
c. o La fonction  — z2"T1e™ "z est impaire donc .
2n)!
eSin=0onaly=1etsil, = (2n) alors :
2nn!
(2n)! (2n +2)! (2n+2)!
I =1 =02n—-1)I,=02n—-1)x = =
2(n+1) 2n+2 ( ) 2n ( ) onp! 2(n+1)2"n' 2n+1(n+1)|
, (2n)!
donc on peut conclure par récurrence que | Is, = ST |
n!
N
d. Soit P une fonction polynomiale. Pour tout x réel on écrit P(x) = Zakxk ol les ay sont des réels et
k=0
+o0 2
N € IN. Selon la premiere question, chaque intégrale / zFe™F da converge (k entier naturel) donc
400 22 -
par combinaison linéaire, P(z)e” = dx converge de somme :
— 00

+oo N +o0

Pa)e % do = a /

- k=0 -

22
zFe™ T da

Autre méthode : utiliser les criteres de RIEMANN et les croissances comparées mais cela a été fait a la
question 1.



2. a.

. Soient A € [—a,a] et n € IN. Posons v, = /

2n

e Les croissances comparées affirment que lim — = 0 ce qui se traduit immédiatement par :
n—+oco n!

lim wug, =0 ()

n—-+oo

02n+1 2n
e Puis on a pour tout n entier ugp41 = ——— = C X

E(n+ 1) n!

= 0 donc, deux par deux (notel) avec
o0

(%), on peut conclure que |3 lim w, =0|
n—-+oo

C2k C2k+1 2k C2k

C
e Pour tout k entier naturel on a usg + Usgr1 = R + = =1+ C’) . Mais la série Z
’ ’ k>0

—+o0

2
converge de somme e® donc E Ugg, + Ugg41 converge de somme E Ugk + k1 = (1 + C’)ec
k>0 k=0

Pour tout n entier on pose S, = Z ug. On a alors pour n € IN :
k=0

Sonp1 = Y Uzk + U1 2+ C)e”
k=0

selon la question précédente. De plus pour n € IN on a :

Son = Sont1 — U2nt1 +—OO> (1+C)e®

donc, toujours deux par deux (note?) , on obtient 3 lirf S, = (1+ C)e’”
n—-+0oo

Conclusion. La série de terme général u,, converge de somme E up, = (14 C)

Aa-yn

' g(”+1)(t) dt. Pour tout ¢ entre 0 et A on a
o n!

K™ (n 4 1))
E(n+1)
A— AN =t Kt 1)!
lva| < / ‘ ‘ (n-‘rl)( )‘ dté/ | | (nl""_ ) dt
0 0 n! E(%)‘
- Kn+1(n_|_1)!/ /\l Kn+1(n+1)! )\n—O—l
B! nl S B (n+1)!

\K 2n+1 A\K 2n+2
(AK) et |vgpt1| < % Ces deux dernieres égalités étant valables pour

|g("+1)(t)| < doncsiA>0ona:

1l en résulte que |vg,| <

tout n entier naturel on peut conclure par sandwich que :

lim wv9, =0= lim wvg,41
n—-+o0o n n—-+o0o nt

et ainsi, toujours deux par deux (Note?3), 3 lim v, = 0.
n——+oo

A
A—t)"
i [ A=
n—+o0 Jq n!

gt () dt =0

A _ n
N’oublions pas de dire ce qui se passe lorsque A < 0. On a alors |v,| < / ‘7|| g("+1)(t)‘ dt et tout
A n:

le reste se traite de méme en remplacant A par |A|.

YD
Conclusion. Pour tout A € [—a,a] on a :| lim L D@y de =0,

n——+o0o 0 n!
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b. e Soit A € [—a,a]. On écrit la formule de TAYLOR-INTEGRALE pour la fonction g (qui est bien de classe
C™*1 sur IR) entre 0 et A :

o) = 3 g0 0) + / A wn g gy
: 0

k!
k=0
)\k
On fait alors tendre n vers +oo et la question précédente affirme que la série Z i g(k) (0) converge avec :

k=0

400 \

A
g =2 779"
k=0

ce qui n’est autre que la formule de TAYLOR-LAGRANGE entre 0 et A a 'ordre d connue encore sous le
doux nom de formule de McC-LAURIN.

Partie 2
Les polynomes ’HERMITTE

1. Notons avant toute chose que pour tout (P,Q) € IR[X]?, PQ est une fonction polynomiale donc I'intégrale
+oo 22
/ e 2 P(x)Q(z) dz est convergente en vertu de la question 1d de la partie 1 : la fonction ¢ est correc-

— 00

tement définie.

e Puis ¢ est linéaire de sa premiére entrée i.e. pour tout P, @, R dans IR[X] et A dans IR on a par linéarité
de l'intégrale et distributivité de la multiplication dans IR :

p(P+AQ, R) = p(P, R) + A\p(Q, R)

e Par commutativité de la multiplication dans IR, ¢ est symétrique : c’est donc une forme bilinéaire symé-
trique sur IR[X].

22

I
e Si P est dans IR[X], ¢(P, P) = Wors / e” = P(x)* dz > 0 par positivité de Pintégrale.
T J—co
+oo 2

e Enfin pour P dans IR[X] tel que ¢(P,P) = 0 on a / e~ T P(z)? dz = 0. Comme la fonction z

— 00
e_TP(alc)2 est continue et positive sur IR on a e™ 2 P(a:)2 = 0 pour tout x réel ce qui impose, puisque
exp > 0, que le polynéme P? admet une infinité de racines donc P? =0 i.e. P = 0.

Conclusion. ¢ est une forme bilinéaire définie positive sur IR[X] : ¢’est un produit scalaire sur IR[X].

2. @ On pose Py = 1. Puis soit P; unitaire et orthogonal a Py dans vect(1, X). On écrit P, = o+ X ol « est
un réel. Comme P; est orthogonal & Py on a :

0:<P0,P1>:a<1,1>+<1,X>:OLI()+Il
Maison avuque [g=1et [y =0donconaa=0et P, = X.

e Soit P, unitaire dans vect(1, X, X?) qui est orthogonal & Py = 1 et P, = X. On écrit P, = 8 +~vX + X?
ou 3 et v sont des réels. Puis on a :



2Y=BLy+vL+ 1, =p+1

0 = (Po,P) = (1, X
+(X,X?) =L+ + 13 =

B
0 = (P, R)=8(X1)+~

ce qui donne P, = X2 — 1.

e Soit P3 dans vect(1, X, X2, X3) qui est orthogonal & Py = 1, P, = X et P, = X2 — 1. On écrit P3 =
a+bX +¢cX?2+ X2 On a alors :

0 = <PO,P3>:a<1,1>+b(1,X>+c<1,X2>+<1,X3>:(;LIOJrcI2
0 = PQ,Pg <X2 P3> P07P3> = CLIQ +CI4 - (aIO —|—CIQ) = C(I4 —12)
0 = alp+clh=a+c
Ilrestedonc{ 0 = b+3 ce qui donne P; = X3 — 3X.
0 = 2c

e La famille (P, P1, Py, P3) est orthogonale et ne contient pas le vecteur nul : elle est donc libre dans IR3[X]
qui est de dimension 3; c’est une base de IR3[X].

3. a. La fonction 1 est de classe C*° sur IR et des calculs élémentaires ameénent pour x réels :
V() = —z(z)
2

V(@) = (@~ y(x)
V(@) = Bz —a®)y(2)

3

Il en résulte que 'on a pour tout x réel :

‘Ho(x) =1, Hi(z)==z, Hy(x)=2*—1 et Hz(z)=2>— 33:‘

b. e Montrons (1). Pour tout x réel on a :

"\ (n dn !/ dn
() = (@) () = 7 ((2)) = - (~ai(@))
Ainsi pour tout x réel on a :
Hoa() = ()T gt (@) = (1) 1o L (Cap(a)
= (—1)n+1e% Z (Z) %(—x)%(m) (Formule de LEIBNIZ...)

k=0
_ (—1)"-"_16% <_3m/](n) (.’)3) _ nw(n—l)(x))

= (~)eF ey (@) — n(-1)" e T YD (@)
= zH,(z) —nH,_1(z)

Ceci étant valable pour une infinité de z réels on a donc ‘ H,.1=XH,—nH, 1 (1) ‘

z2
e Montrons maintenant la relation (2). Pour x réel on a H,(z) = (—1)"e> ¢ () donc :

Hy (2) ~ Hyp (2) = 2Hy (2) = (2Hy (2) = nHp ()
= ’I’LHn_l(gj)

ce qui démontre la relation ‘ H/ =nH,1 (2) ‘

c. @ Pour tout = réel on a Hy(z) = 1 puis on consideére pour n € IN la propriété :

P(n) : « H, est un polynome unitaire de degré n »



La propriété P(0) est clairement vraie. Supposons que pour un certain n entier les propriétés P(0), ..., P(n)
soit vraie. On écrit alors H,, = X" +a,_1 X" '+ +ag. Or, selon la propriété (2),on a H,, ., = (n+1)H,
donc H,, 1 est de classe C™ et en particulier H,, 1 est C*. Il en résulte que pour tout x dans IR on a :

Hy1(z) — Hp1(0) = / H)  (t)dt = (n+1) / H,(t)dt = 2" + ...+ (n+1)aeX
0 0

ce qui montre que H, 11 est une fonction polynéme de degré n + 1, unitaire. Par récurrence la propriété

P(n) est donc vrair pour tout entier naturel n : ’ H,, est un polynéme unitaire de degré n ‘

e On considere alors la propriété :
Q(n) : « Hy, est de méme parité que n »

On prouve Q(n) par récurrence faible. Q(0) et Q(1) sont clairements vraies. Soit n > 1. Si pour tout k
dans {1,...,n} Q(k) est vraie alors H,, est de méme parité que n donc X H,, a méme parité que n + 1 et
comme H,,_; a méme parité que n — 1 (donc que n+ 1) on peut dire que H,y1 = XH,, —nH,,_1 a méme
parité que n + 1.

4. Pour le lecteur. ..

Partie 3
(Hp)n>o0 comme famille de polynémes orthogonaux

1. a. e Soit n € IN* et P dans IR[X]. On a pour tout z réel H,_;(x) = (71)”e721/)(”*1)(x) donc :

8
m‘w

P(a)y "V (z) = (=1)" P(x)Hy-1(z) e
=Q(=)

Comme @ est un polynome, par croissance comparée on a immédiatement : | lim P(z)y™ =D (z) =0/

e De méme on a li)r_n P(z)yp™ =Y (x)=0]|

b. e Lorsque n = 0 on a de suite | (Ho, Hp) = 1|

e Prenons maintenant n > 1. Il vient alors

oo 22 (=)™ [t 2 o2
(H,, Ho) —/ Hy,(z)e™ 2z da = / eT M (z)e™ T da
271’ —00 —00

Vr V2m

_ D (n) Dy ]
= (x)dx_m{w 1}700_0

d’apres la question précédente.

1

—~

Conclusion. | Pour tout n entier on a (Hy,, Hy) = 0§ ‘

c. «On a:

1 [T 2
(Hn,Hp) = E/ e 7 Hy(x)Hp,(z) dz

= D () do
vor |

ce qui montre bien que 'on a

([
Var )

(Hn, Hy) = H,,(x)™ (z) dz valable en fait pour tout (m,n) € IN?>  (Q)




e Puis prenons « et 8 dans IR avec o < 3. On a

/a H@)0(a) de = { Hon(@)p" D (a / Hy (@)y "~V (@) da

Mais on a vu que (question 3b de la partie 2) H/, = mH,,_1 ce qui donne :

B
/ Hy ()™ () dz = Hy(B)™ D (8) — Hon(e)p™ D (a) —m / Hpa (20 V() dz (O0)

Mais selon (©) on obtient correctement, en faisant tendre X vers —oo etY vers 400 :
+oo
Hppr ()" V(@) dz = (=1)" " (Hpo1, Hip1)

— 00

De plus, la question la de la partie 3 assure que :

lim Hy ()" V(a)=0=lim Hu(B)yv" V(5

a——00 B——o00

donc avec (V0), en faisant @ — —oo et f — +00 on obtient :
+oo
Hop (2)y'"™ () dar = (=1)"m (Hp—1, Hyp—1)

— 00

ce qui prouve bien, en utilsant & nouveau (O) que :

| (Hy, Hi) = m (Hy1, Hon) |

e Soient m et n dans IN, distincts. Par exemple on a n < m et on pose alors ¢ = m —n > 0. Le point
précédent permet de dire que :

(Hp, Hyp)=m(m—1)...(m—n+1){(Hy,Hp—n) =0

donc ‘ (Hp)new est une famille orthogonale de IR[X] ‘

o Enfin on a immédiatement : ‘ (H,, H,) = n! pour tout n € IN ‘

. La famille (Ho,..., Hy) est une base de IR;[X] (pour le lecteur...) donc il existe ag,...,a; dans IR tels
que :
k
R= Z aiHZ
i=0

Il vient alors par bilinéarité du produit scalaire :

(Hiq1, R E ai (Hgi1,Hy) =0
—_————
=0 puisque i#k+1

. ® Soyons fou et suivons l'indication de I’énoncé. Comme Hjiq est unitaire de degré k, le polynome
Q = X**! — Hy. est dans IR;[X] et il en va de méme de Q — P. Ainsi, selon la question précédente, on
a:

<Hk+1aQ_P> =0

Il vient alors :
2 2
|x¥ - P||” = |X**' — Hypr + Hypr — P|” = |Q + Hyr — PJ°
|His1 +Q — PI” = |Hpa|* + 1Q — PI* + 2 (Hiy1,Q — P)
~—_——

=0

. 2
ce qui donne : | | X**! — P|” = |Hya >+ |Q — PI* (%) |




e Appelons Y le projeté orthogonale de X**! sur IR;[X]. Le théoreme de minimisation (appliqué & bon
droit) affirme que Y est 'unique polynéme de IR;[X] tel que pour tout U dans IRi[X] on ait :

[x* -y < x*t -]

Or (xx) affirme que pour P dans IRy[X], HX’”‘1 — PH2 est minimale lorsque P = @ i.e. lorsque P =
Xk+1 _ Hk+1-

Ainsi ‘ le projeté orthogonal de X**! sur IRy [X] est X**1 — Hy 4y ‘

Autre méthode. On a vu que Hy4q est degré k + 1 et orthogonal & IRy [X]. On écrit alors :
XL = XRHL H 4+ Hyr (x%0%)

Comme Hj, ;1 est unitaire de degré k on a X**1 — Hy .1 € IRi[X] et ainsi (+ %) est lécriture de X*+1 selon
la somme directe orthogonale IR,,11[X] = Rx[X] @+ Fy olt F), est Uorthogonal de IRx[X] dans R, 41[X] :
par définition de la projection orthogonale, le projeté orthogonal de X**! sur IR;[X] est donc X* ! —H} ;.

c. Résumons ce qui précede : on a vu que pour tout k£ dans IN le polynéme Hj est de degré k puis que
vect(Hy, ..., Hy) = IR [X] donc :

vect(Ho, . .., Hy) = vect(1,..., X%)

De plus (Ho, ..., Hy,1) est une famille orthogonale de TR""*[X].

1 1
Pour 0 < kK < n+1 on pose alors |G, = —— H, —= Hj, | et ainsi (Gk)ogkgn+1 €st une base ortho-

L =
| Hl VE!

normale de IR,,+1[X] telle que pour tout k dans {0,...,n+ 1} on a:

vect(Go, . .., Gr) = vect(1,..., X¥)

Pour étre assuré qu’il s’agit bien de base orthonormée obtenue a partir de (X k)og k<n+1 par le procédé
de GRAM-SCHMIDT il faut vérifier que : <Gk,Xk> > 0 pour tout 0 < k£ < n + 1. Fixons k entier tel que
1<k <n+1. On écrit alors :

X = (X* - Hy) + Hy selon R[X] = Ry_[X] & Ry [X]*
Il vient ainsi
(Hy, X*) = (Hy, X* — Hy + Hy) = (Hy,, X* — H,) + |Hy|* = [Hy|* > 0

comme souhaité. En notant enfin que Hy =1 on a encore (Hj, X°) = I1]* > 0.

Partie 4
Un développement en série de Hermitte

1
1. La famille (Hy)ogk<n est une base orthogonale de IR,,[X] donc la famille <||H| Hk> est une base
k 0<k<n

orthonormale de IR, [X]. Il en résulte que pour tout P dans IR, [X] on a :

Pey

n
=0

1 1 n 1
P,Hk>Hk = (P Hy) —— H,
< | H| | H| = | Hy|®

et on a vu que |Hg|* = (Hy, Hy,) = k! ce qui améne :




2. a. On choisit arbitrairement b et ¢ dans IR tels que b < c et x € [b, ¢]. Il existe alors, selon la propriété admise
par ’énoncé, un réel K (dépendant de b et ¢) tel que pour tout n € IN et tout « € [b, ¢] on ait :

’Hn(x) K"
n! E(%)!
n
Mais on a vu a la question 2 de la partie 1 que la série Z W converge : par domination, la série
n>=0 2/

H,(x
g # est donc absolument convergente donc convergente.
n!
n=0

b. e La fonction g, est de classe C*° sur IR comme composée de fonction C* sur IR. Mieux, pour tout A
réel on a g,(A) =¥ ou(A) ot u(A) = XA — x. Ainsi il vient :
9o =¥ (u) x u' =1’ (u)

et une petite récurrence assure alors que pour tout n entier on a :

w2

g =9 (u) = (~1)"e” T Ho(u) (W)

donc pour tout A réel on a :

e Fixons a réel. Déja g, est de classe C™ sur [—a,a] donc )g;") est continue par composition sur le

segment [—a, a] ce qui justifie de 'existence de max gg(,;n)(t)‘. Puis selon le point précédent on a :

te[—a,al

max
te[—a,al

00| = max, (= (e ) )

t€l—a,a

)2
Puis pour tout ¢t dans [—a,a] on a e~ = < 1 puisque (t — x)? > 0 ce qui amene :

max |g(t)] < max [Hy(t—a)| (Ad)
te[—a,al te[—a,al
Or max |H,(t—z)| = max  |Hp(s)| et en prenant b = —a — z et ¢ = a — 2 ’énoncé affirme alors
t€[—a,al s€[—a—z,a—x]
I'existence d’une constante K, , (qui dépend donc de a et ) telle que pour tout s dans [—a —z,a —z] on
H n
ait : ’ :1§S) < E("g’;' ce qui amene avec (M) :

(n) (t) ‘ < K ,n!
max g’I‘ I n
t€[—a,a] |’ E(E)'

Ainsi | g, vérifie les hypotheses du 3 de la partie 1 ‘

) v X H,(z)
e Montrons alors que pour tout (z,\) € IR* on a : e?~ % = Z — A"
n!
n=0
Fixons z et A dans IR. Comme g, vérifie les hypothéses du 3 de la partie 1, pour tout A dans [—a,a] on

a:
+oo )\k: i
9a(A) = kz Hg; )(0)
=0

Mais pour tout k entier naturel on obtient avec (#) :

.2 22

9(0) = (—1)"e” % Hy(—x) = ™% Hy()



ERSOL
puisque Hy, est de la parité de k. Il vient alors : g,(\) = e~ = — H(x)

ce qui conduit au résultat souhaité (en notant que g,(A\) =e~" =z ):

+
e)\azfg _ ZDO HTL(‘T) A"
n!
n=0

22 _rn2

. ® Soit n € IN. Tout d’abord = — e*H,(z)e” = est continue sur IR. Puis on a lir_sr_l 2?H,(x)e” 772 =0
T—r1+00
12 . . . \ . 7
par croissances comparées et de méme lim 22H, (z)e” = 7® = 0. Ainsi via la regle de RIEMANN 'inté-
T—r—00

1 [t
grale —— e"H,(x)e” = dx converge.
V4 27T [oo

e On a pour n > 1 entier (et tant pis pour le « avec soin ») :

22

+0c0 _1\n +oo
\/%/7 e"Hy(z)e™ 7 da = (\/% [ ™ (z) dz
(1) oo

IPP formelle

<eXp, Hn>

=0

E [T iwa
™ —0oco

= (exp, Hn—1)

Il en résulte que pour tout > 1 on a
I :
(exp, H,) = {(exp, Hy) = / e’e” 2 dx

Il reste alors a calculer cette intégrale. On a :

+o00o o2 +oo 22 +oo . 2
/ efe” T dr = / ezt dr = / ezl =1l gy
— 00 — 00 — 00
1 +oo s2
= e?/ e 2 ds = V2me
r—1=s >

et il vient done ’ (exp, H,,) = /e pour tout n € IN ‘

e Enfin on a (selon le résultat de la question précédente avec A = 1) :

= \/éex_% :ex

+o00 too
>~ (exp ) ) — 53~ Hole)
n=0 n=0

ce qui termine ce superbe probleme.

FIN DE LA CORRECTION




