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Presque tout sur la fonction Gamma, une correction

Partie I - Premieres propriétés et prolongement de I'

1. a. e Commencons par un petit résultat intermédiaire. Si f est une fonction définie sur D C IR qui
vérifie (P) et si z est dans D alors pour tout p€ INonax +p € D.

En effet si pour un certain entier naturel p on a x + p € D alors, selon la propriété
(P2), x+p+ 1 est dans D. Comme z + 0 € D, on peut conclure selon le théoréme de
la récurrence, que x 4+ p € D pour tout entier naturel p.

e Si maintenant f est une fonction définie sur D C IR qui vérifie (P) et si n € DNZZ™ alors
n+|n| =0 € D selon le point précédent et on a alors (selon Ps) la stupidité f(1) = 0x f((0) = 0.

Ainsi[Dn2z” =0}

b. Simples vérifications pour le lecteur.

1
2. On a t* le7? ¥ t*=1 et / t*~1 dt converge si et seulement si 1 —z < 1ie. 0 <z (intégrales de
0

1
RIEMANN) donc / t*te~t dt converge si et seulement si z > 0.
0

“+o0o
Puis, pour tout z réel, par croissances comparées on a lim t?t*~le™* = 0 donc / t* et dt
t—-+o00 1
converge.

Conclusion. On a | D =0, +o00

+oo
a. eOnaleDretI(1) = / e 'dt =1 donc (Py) est vérifide.
0
e Si x € Dp =]0,400] on a bien x + 1 € Dy donc (Ps) est vérifiée.
e Soit x dans Dr. Une intégration par parties formelle donne :

+o0
D(z+1) = {—t% "] /> +/ at* et dt
0

Cette intégration par partie et justifiée a posteriori et donne I'(x + 1) = aI'(x) donc (P3) est
vérifiée.

Conclusion. | I a la propriété (P) ‘

b. Soit x dans Dr. Si pour un certain n € IN* on a :

n—1
Iz +n)= (H (z + k:)) I(z)

k=0

n—1 n
alors 'z +n+1)=(x+n)I'(z+n) =(x+n) (H(m + k‘)) I(z) = (H(:U + k:)) I'(x).
k=0 k=0
Comme I'(x 4+ 1) = 2I'(x) on peut appliquer le théoreme de la récurrence qui affirme que pour



tout n € IN* on a :

. Soient & > 0 et n > 0. Selon la question précédente on a :

FNz+n)=(@+n-1)...(x+ 1)z (x)

donc il vient A,(z) = I'(z) ce qui prouve que ‘ Ay (z) est indépendant de n ‘

. @ Pour tout n € IN on pose , = x +n. On a lirf Ty = 400 donc pour tout A réel il existe
n—-+0o0

N4 tel que : (Vn = Na)(z, = A).

On prend A=1et N, = N;. On a alors‘x—i—n > 0 pour tout n > N, ‘

e Pour n > N, on a z +n > 0 donc on peut considérer a bon droit I'(z + n) et I'(x +n + p) et
ainsi Ay (z) et Ap1p(x) sont correctement définis. Puis on a :

I'(z+n+p)
z(z+1)...(x+n+p—-1)

p—1
(H(J:-l—n—l-k:) T(z + n)

k=0

z(z+1)...(z+n+p—1)
I'(z+mn)

z(z+1)...(z+n—1)

An+p (l’) =

(selon la question 2b)

I en résulte que | Ay p(z) = Ay(z) |

. e Montrons que I a la propriété (P) :

— Tout d’abord 1 € E et ['(1) = I'(1) = 1.
— Puissiz e Fonabienx+1¢€ FE.

— Enfin pour z dans F on a :

~ - _ T(x+1+n)
Ple+l) = Ale+l)= 05
w@+n)l(x+n) I'(z+mn)

a:(x+1)...~(x+n) a1l (z+n—1)
= zAy(x) =2T(x)

Ainsi | T a la propriété (P) |

e Soit 2 > 0. On a alors ['(z) = A,(z) et ce pour tout n € IN* selon la question 3a. On prend
par exemple n = 1 pour obtenir :

I(z+1)

['(z) = Ay (z) = =T ()

e Soit z dans E. On démontre de la méme maniere qu’a question 2b, puisque I'(z + 1) = zI'(z),
que :

n—1

[(z+n) = (H(m + k:)) I(z)

k=0




Partie II - Fonction B, étude asymptotique et régularité

4. a. e Par exemple, on fait I’étude sur [0, 1] de la fonction définie par p(z) = In(1 — z) + z. Cette
fonction est dérivables sur [0, 1] comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et on a
pour z € [0,1] :

1

z) = — 1=—_"
go(:c) 1—$+ 1—=x

>0

Ainsi ¢ est strictement décroissante sur [0,1] : pour tout z > 0 on a p(z) < ¢(0) = 0 ce qui

donne le résultat : ‘ln(l — ) < —z pour tout = dans [0, 1] ‘

e Soit ¢ dans [0,n[. On a alors £ € [0,1[ et ainsi, en vertu de ce qui précede :

ln<1—t><—t
n n

t t\"
Il vient alors nln (1 — ) < —tie. In <1 — > < —t et par croissance de I'exponentielle on
n n

n
n

On remarque enfin que cette inégalité est clairement vraie si ¢t = n.

obtient :

b. e La fonction ¢ est dérivables sur [0, /n[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle
et on a pour t € [0,y/n] :

t 2
= 1 t(n — 2t +t%)
/ n
Pt)y=-2—"25 -1+ =—
12 1-4% (n—1t2)(n—1t)

¢'(t) est donc du signe de —(n — 2t + t?) qui est toujours négatif puisque A’ =1 —n
Ainsi la fonction ¢ est décroissante.

e Soit ¢ dans [0, /n[. Selon le point précédent on a p(t) < ¢(0) = 0 donc :

2
ln(l—t)—t§n1n<1—t>
n n

2

t
ce qui peut encore s’écrire In <1 — > —Inel <In ( — f)n.
n

~~

(%))

t2 t\"
Par croissance de ’exponentielle on obtient alors : (1 — ) et < (1 — ) pour tout ¢ € [0,y/n]|.
n n

t n
c. e Soit t dans [0, n[. L’inégalité <1 - > < e ! provient de la question la. Puis si t € [0, /0] on
n

2 n
. , < . - _ - l e
vient de démontrer (& la question précédente) que e~ — —e ™" < (1 - > . Il reste & justifier
n n

cette inégalité lorsque ¢ € [/n,n[ ce qui est en fait évident puisqu’alors on a % > 1 et ainsi

12 t\"
et—e—t<0<<1—> )
n n

2 n
t
Conclusion. | Pour tout ¢ dans [0,n[ on a:e™ — —e™f < <1 - > <e |
n




e Fixons z > 0. Selon le point précédent, si n > 1 alors pour tout ¢ dans [0,n[ on a :

t2 t\"
n n

et ainsi, par croissance de l'intégrale on obtient correctement pour tout n > 1 :

n t2 n t n n
/ (et — et> =1 dt < / (1 - ) =1 dt < / el ae
0 n 0 n 0

donc
Y ta1 L " t\" o Y tae1
/e_tw_ dt—/ o tert dt</ 1——) ¢~ dtg/e—t””— at (o)
0 nJo 0 n 0
n n
Mais on a lim e t*1dt =T(z) et lim e 't* 2 dt = T(x + 3) ce qui améne
n—-+oo 0 n—-+00 0

1 n
lim — / e P2 At =0
0

n—+oco N

n t n
Par sandwich avec (<) on obtient lim (1 — > "L dt = T(x).
0

n—-+oo n

t>nt“"—1 dt ()

n

n
Conclusion. | Pour tout > 0 on a : I'(x) = liIJ)ra <1 -
n—-+oo 0

. L’intégrale B(x,y) est doublement impropre en 0 et 1. Le changement de variable u = 1 — ¢
montre de suite que B(x,y) = B(y,x) et il suffit donc de prouver la convergence en 0. Mais on
a:

1=t >0
o0+

1
et le critere de RIEMANN assure que / t*~ 1 dt converge si et seulement si 1 —z < 1ie. z > 0.
0

Conclusion. ’B(m, y) converge et B(z,y) = B(y, ) ‘

.Ona:

1 1 t x
Batiy = [ea-orta= [ () a-grta
0 0

- ] s e () e

1
- " /(1—t)y—1tﬂ’—1dt
0

r+y

doncona:|B(x+1,y) = B(z,y) |

x
r+y

. @ Soit n > 1 entier. Comme la fonction béta est symétrique (selon la question 2a) on obtient via
la question précédente :

B(x,n+1)=B(n+1,x) =

B
T+n (n,2)

Mais B(x + 1,n) = %B(w,n) donc :
r+n

ﬁB(ac—i—l,n) =t
T rTxr—+n

B(z,n) = H%B(n, z) = B(z,n+1)



Conclusion. | Pour tout n > 1 entier on a B(z,n +1) = nB(ac +1,n)|
x

e Une petite récurrence sur n > 1 amene de suite :

n!

B 1) = B 1
@t = T T mraop @ty
1 tern 1 1
et onaB(m—}—n,l):/ t$+”_1dt:{ } = donc :
0 r+nl,g xT+n
B 1 n!
r,n+1)=
( ) z(z+1)---(z+n)

d. Soit n > 1 entier. Le changement de variable t = nu donne :

n " n 1
/ <1 — ) trhdt = nx/ (1 —w)" vt du=n"B(z,n+1)
0 n 0

et (&) affirme alors que : | lim n"B(xz,n+ 1) =T(z)|

n—-+4o0o

e. o Les question 2c et 2d affirment que pour tout z > 0 on a :

x

nn!
P(z) = I
@)= e D @i

e Soit > 0. Selon le cours on a I'(z + 1) = zI'(z) et une récurrence sur n > 1 permet de dire
que :

IF'z+n)=z(x+1)---(z+n—-1T) (OO)
z(x4+1)--(x+n)l'(x)

n<n! n—+00

Le point précédent affirme que 1 donc on a avec (<) :

n*n!

F(Z’ T n> n—;\—/l-oo (:C + n)

Maisz+n ~ ndou:|I'(x+n) ~ n*(n—1)!|

n——+oo n——+0o

f. La question précédente affirme que I'(n + 3) ~ /n (n— 1)L
2) 75

n
Pour tout n € N* on pose x, = A, X \/; Pour n € IN* on a :

(n—1)!

.55271:)\271\/5:&\/5” \/ﬁzl'

T(n+3) +oo \/n (n—1)!
I'(n n—1
® Toni1 = Agpp1y/n+ 3 = F((n+1))\f \F(n, ) vn=1.
Il en résulte que lim x93, =1= lim 9,41 donc (« deux par deux ») lim x, =1 et ainsi :
n—-+00 n—-+00 n—-+o0o

2

An ~ A —

+o00o n

6. Pour le lecteur : déja fait plusieurs fois. ..



Partie III - La fonction InT

7.

a.

e Soit n > 2 entier. La fonction inverse est strictement décroissante sur |0, +oo[ donc pour tout

1 1
k > 2 entier et tout ¢ €]k, k + 1 P ey
entier et tou Jk,k+1[ on a 1SS
k+11 1
On integre entre k et k 4+ 1 pour obtenir : —— </ fdt — et ainsi
E+1 & k

i
L

(]

1 — 1 1 — 1
Mg/ —dt < Z% ce qui donne E<lnn<ZE
k=1 k=2 k=1

k=1

e La seconde de ces inégalités donne de suite v, > % > 0 et la premiere donne :

"1 "1
—lnn—{—Z%:—lnn—i—Z%—{—lél
k=1

k=2

1 1 n+1
. Soit n > 1 entier. On a yp41 — Yy = —In(n+1) +lnn+ —— = —/ e < 0 donc la
n

n+1l n+1
suite () est strictement décroissante. Comme elle est minorée (par 0) elle converge.

Soit £ > 0 et n > 1 entier. On a :

u T x u T "1 a4k
il e _ e o I —z(yn+Inn)
(3o (D] = [T10+5)]ee(-=21) - 1175
= k=1 k=1 k=1
1 n
SR T P
k=1
n
T T z+1)(x+2)...(x+n
On a donc : kl_Il [(1 + E) exp (_Eﬂ = exp(—x7yy) X ( ) an)L! ( ) .
1 2)... 1
D’apres la question 2.e on a lim (z+D+2). (z+n) = . De plus lim ~, = 7.
n—+400 nn! () n—+00
Par continuité de ’exponentielle, on obtient liIJIr1 e ¥ = e™*Y, Ainsi, par produit :
n——+0oo
. e 7
Hngrfoo vn(@) = xl(z)’
u?
On dispose du développement limité a ’ordre 2 en 0 : In(1 + u) =47 + o(u?).
uU—
Atns . x T . z? 1
insi, en posant pour n € IN*, z,, = o In (1 + E)’ ona:z, = o3 o(=3)

11 en résulte que x,, o 7

Les séries E Ty €t g —2 ont donc méme nature. Mais cette derniere série est convergente
n>1 n=0
(Riemann).

Conclusion. | La série de terme général — — In (1 + —) est convergente.
n n

. Soit & > 0. Pour tout n > 1 entier, on a v,(x) > 0 et ¢(xz) > 0. Par continuité du logarithme

naturel, puisque vy, (z) ﬁ {(x),on a:
(o)

In(vy,(x)) +—> In(4(x)).

o0



Mais pour tout n > 1 entier on a :

m(on(z)) = In= (ﬁ (1) exo (—‘Z)D :kn (14 7)exp (7))

k=1 =1
- x x "z x
= 2 () -5) =X (D)
Z ( . * k k n + n
k=1 k=1
Ainsi en faisant tendre n vers +00, on retrouve le fait que la série de terme général L (1 + f)
n n

est convergente et on a :

Sl ©
k=1

e

xl(x)

On a vu que /(x) = . Il en résulte que l'on a correctement :

In(l(z)) = —yx —Inz — InT'(z).

“+oo
Avec (©), on obtient : |InT'(z) = —yz —Inz + T m(1+5))|
Sz -n(+2)

10. e Le théoreme des fonctions composées nous assure que y : x — In(I'(x)) est de classe C*°, puisque
lon a vu que I' est C*°. De plus, pour = > 0, on a :

Max+1) TI'(z+1)
Il en résulte que ¥(x +1) = —
aue v ) y(x+1) xI'(z)

Mais, comme pour tout > 0 on a I'(z + 1) = zI'(z), il vient : I(z + 1) = 2I'(z) + v(x). Ainsi :

Mz) 1
1 = —_ = —
Y(zr+1) 2) + - Y(x) + .
e Pour z > 0 on a donc z¢p(x+1)—x1(z) = —1. Par continuité de ¢ en 1, on a 11161+1/1(x+1) = (1),
z—
donc :
li =1.
Jm ()

1
Conclusion. On a |(z) ~ —|
z—0t T

e Un récurrence montre immédiatement que pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a :

11. a. A la question 6.b on a obtenu, pour tout x > 0, la formule :

+oo
A(z) = — Z Un(z) = -T'(x) — vz —Inx.
n=1



La fonction A est donc de classe C* sur ]0, +00[ comme somme de fonctions de classes C*° sur
cet intervalle.

I (x) 1

I'(x) T

(@) ~I"(@)(z) | 1
[()]?

Puis, pour tout >0 on a : | A'(z) = —

Encore, pour z > 0, il vient : | A”(z) =

b. e Soit n > 1 entier. Pour tout > 0, on a U,,(x) =

. 1 . -
Ainsi, comme E — converge (Riemann), |la série E U/ (z) est absolument convergente |.
n
n=1 n>1

1
_n — = E .
In(1+%) n xz4+n n n(x +n)

Il en résulte que |U/ (x) e 2
n—+oo N

1

e On a encore , pour n > 1 entier et z > 0 : U)/(x )——W
r+n

gt (R—1'

(k)

Alors, pour tout k& > 2, on obtient immédiatement par récurrence sur k, Uy’ (z) = (—1)

pour tout x > 0 et n > 1 entier.

—1)!
Ainsi [ k=D

n——+oo n

1
Ainsi, comme —- converge (car k > 2, Riemann),|la série U’ (x) est absolument convergente |.
& g n g

n>1 n>=1
/
12. @ On a vu que ¥ = —. Avec l'expression de A’, il vient donc, pour = > 0 :
, 1
Yoy =A@ —r | (A

+o00
1 1
Mais 1’énoncé nous dit que A’(z Z U (x), donc : A(1) = Z ( 1 > =—1.
n n

n=1

Ainsi [¢(1) = —v|

e A la question 7, on a vu que, pour tout n > 1 entier, on a :

n—1
MOERTIES ot g oY
k=1 k=1

n—1

1 1
M E =9, +Inn— - d Inn=— n—— —
alsk 1 =, +Inn onc Y(n) —lnn = —vy 4+~ n+000
Conclusion. nll}rfoo(lnn - w(n)) =0

13. a. e La fonction G est clairement strictement positive et strictement décroissante sur |0, +oo]
puisque obtenue en composant une fonction strictement décroissante avec une fonction stricte-
ment croissante.

e En passant par une primitive et les intégrales partielles, on voit rapidement que l'intégrale
+00

G(t) dt est convergente de valeur .
1 $‘F1




. Soit k > 1 entier. Comme G est strictement décroissante, pour tout ¢ dans [k, k + 1], on a :
G(t) < G(k).
k+1

11 vient donc : G(t) dt < G(k). Il en résulte que pour tout n > 1 entier on a :
k

n k41 n
Z/ G(t)dt < G(k).
k=1"k k=1
Avec la relation de Chasles, par passage a la limite (puisque les suites des deux cotés de I'inégalité
convergent), on obtient l'inégalité LARGE :
+o00

+oo
G(t)dt <Y G(k).
1 k=1

+o0 too

Comme G est strictement positive, on obtient en définitif : |0 < G(t)dt < Z G(k) |
1

k=1

Commentaire. Pour établir I'inégalité stricte, on peut par exemple établir d’abord I'inégalité

“+oo

+o0o
G(t)dt <Y G(k),
k=2

2

2
puis ajouter membre a membre I'inégalité stricte : / G(t)dt < G(1).
1

1
. @ Avec (ddeéh), on obtient, pour x > 0 : ¢'(z) = —A"(z) + =l Mais on a :

= =X +oo 1
A"(z) :;U;;(x) = _;W </ G(t)dt = ———.
=Gn(x)
Ainsi, pour z > 0, on a : . .
¥(z) > x+1 + 22

e Pour z > 0 on a donc |/ (x) > > =—|

FIN DE LA CORRECTION




