PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Devoir n° 6, une correction

I - Résultats préliminaires

LA
1. On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est clair.
Soit n € IN*. Supposons 'inégalité vérifiée au rang n pour tous réels 1, -+ , T,,.
Soit x1,- -, xp41, n+1 réels.
n+1
‘ (H(1 +£Ek)> -1
k=1 k=1 k=1

Tn41 H (1 + l’k)

k=1

-1+ inégalité triangulaire

= ’(ﬁ(l—i—xk)) —1+4+2zn ﬁ(l‘f'xk)
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2. Pour tout z € IR, 1+ < e” par une simple étude de la fonction x — e® —x — 1 ou par convexité de exp (courbe
située au dessus de la tangente en 0) ou par croissance de l'intégrale :

xr xr
—pourm}O,ez—I:/etdt>/ 1dt ==z
o o 0 0
—pour;vg(),em—lz—/ etdt>—/ 1dt =x.
xT xT

Par conséquent, comme 14z, > 0 pour z3 € [—1, +00[, on peut multiplier les inégalités (1 +x) < e de k =1

an:
H(l + i) < H e = exp (Zxk>
k=1 k=1

k=1
I.B
3. Soit t € C, par développement en série entiere de 'exponentielle puis inégalité triangulaire puis k! > (k — 2)! :
¢ Uy L 2 1t
G+n—el= |- Ll I ltle 31 = e
k=2 k=2

4. On a par 'inégalité triangulaire :

n—1 n—1

‘an _ bnl — (a _ b) Z akbn—l—k < |a _ bl Z |ak| |b‘n—1—k < nM”_l\a _ b‘
k=0 k=0 Y M

<Mk Mr—1-k

} D’apres les questions précédentes :

(03 -y

5. Soit n € IN*. On pose M:max{‘l—&— 2l led
n
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De plus, ona |14+ 2| <1+ £l < o' et lew| < — (obtenu par inégalité triangulaire et DSE de exp) donc

M<Len
n 2 n—1)|z z 2
‘(14— E) —e*| <nM"™? ’i‘ o < 1P e = ﬁe'Zl
n n n n
6. Pour tout n € IN* on a : 0 < |u, — €*| < ‘Qe| |
Comme lim Zel*l = 0 il vient par sandwich :
n—+oo
lim |u, —€*|=0 clestadire lim u,=¢"
n—-4o0o n—-4o0o
IT - Exemples de calcul de produit infini
II.A
7. @ Soit N > 2 entier. On a :
ﬁ 1Y k1 _ﬁ (h-Dk+1)  N-DN+D! TN+ 1
k2) kK2 k2 B 2(N1)2 T2 N Nofoo 2
k=2 k=2 k=2
+oo
1 1
donc inIQ (1 - k2) 3

e Soit N > 2 entier. En séparant le produit pour n = 2k (alors n + (—=1)"T! = 2k — 1) et n = 2k — 1 (alors
n+(=1)"t = 2k) :

IN i1 2N N N
(227 e 1 g -

Donc H ( n+1) :%

11.B
8. Voir cela dans un autre sujet. . .(IPP pour obtenir (n + 2)W, 12 = (n+ 1)W,,)

9. On utilise la formule de Stirling :

nl o~ 27m<3)n et (2n) ~ \/27(2n) <2”>2n

n—-+oo e n—+4o0o e
D’ou
W 22 (p))? 22n 271n(n/e)*" 1 [
LT 20+ 1) (20)] notroo (20) 2y/mn(2n/e)? nstoo 2\
Puis, pour n > 1,
R U S RV L BN PR
Pt ot (2k—1)(2k+1) 7 (2n)!(2n + 1)! 2l oo 2

+oo T
Donc (1 + Tz 1) 5"

n=

=



111 - Etude d’une fonction définie par un produit infini

II1.A

10. Soit z € S et n € IN™.
Par inégalité triangulaire, on a :
[Pat1(2) = Pou()] = (L + far1 (2)) Pu(2) = Pu(@)] = [Pa(@)] | fat1(2)] < Qu(@)] frsr ()]

= > k()]
D’apres Q,2, on a: Qp(z) = H(l + | fr(x)]) < er=t 7 Eneffet: 0<1+ | ()| < elfe@l,

n + oo
> 1 fr(@)] > | fk(@)]
On en déduit que : @Qn(x) < er= i < ek=1 i = ef'(@),

Poi1(2) = Pu(@)] < Qu(2) |for1 (@) <™ [fua(2)] |

i

On en conclut que :

11. Soit = € S fixé. Montrons que la série Z(Pk+1(m) — Py (x)) converge.
k>1
D’apres Q.10, on a : Vk € IN*, |Pyyy(2) — Prp()] < @) | friq(2)].
La série numérique Z | fie+1(z)| converge donc la série Z(PkH(J:) — Py(z)) converge absolument par compa-

E>1 k>1
raison.

Par dualité suite-série, on en déduit que ‘ (P, (x))n>1 converge, on note P(z) = lim, 4o Py () ‘

111.B
+o00
12. Z | fx| converge normalement sur S donc la série Z | frlloo,s converge. Posons M = Z | fxlloo,s-
n>1 k>1 k=1

“+oo
Soit o € S et k € IN*. Alors F(x) = Y _ | fr(z)| < M.
k=1
En utilisant la question 10, on en déduit que pour tout x dans S :

|Pry1(2) — Po(2)| < 7@ | frpa(@)] < M || futilloo,s
N—_— ————

indépendant de x

En passant & la borne supérieure lorsque x décrit S, on en déduit que : || Pri1 — Prllco.s < eM || frt1lloo.s-

Or la série numérique g | fe+1lloo,s converge donc la série g | Pit1 — Pilloo,s converge par comparaison.
E>1 k>1
On en conclut que la série de fonctions E (Pn+1 — P,) converge normalement sur S.

nz=1
13. Soit n € IN* et zz € S. N
Par télescopage, on a : VN € IN, N > n, Pyyi(x) — Py(z) = Z (Pgy1(x) — Pg(x)).
k=n
+o0o
Quand N — 400, on en déduit que P(z) — P,(z) = Z (Pgy1(x) — Pe(x)) .
k=n
Par inégalité triangulaire, on obtient alors pour tout z dans S :
—+oo —+oo
|P(@) = Pu(@)] < ) |Pesi(2) = Pol@)] < D [1Perr = Pillog.s -
k=n k=n

indépendant de x
En passant a la borne supérieure lorsque = décrit .S, on en déduit que :

—+oo
||P - Pn”oo,S < RTL = Z ”PkJrl - PkHoo,S .

k=n

Or R, est le reste d'une série convergente donc lim R,, = 0. On en déduit que lim [|P — P, ||c,s = 0.
On en conclut que (P,) converge uniformément vers P.



14.

SoitkEﬂE*etmES.

k
Pk(x) = H(l + fj(.’[?)) donc lim,_., Pk<$) = H(l + Zj) =L, €1R.

j=1
W S
On va utiliser la relation : P(z) = Pi(z) + Z(Pkﬂ — Py).
k=1

La série de fonctions Z(PkH — Py) converge normalement sur S donc d’apres le théoréme de la double limite,
E>1

quand x €% 4 dans la relation (1), on peut dire que :

“+o00
la série numérique Z(Lk‘*‘l — Ly) converge et lim P(x) @ Ly + Z(Lk‘*‘l — Ly).

Tr—ra
k>1 k=1
“+oo
Par dualité suite-série, comme la série Z(Lk+1 — Ly) converge, la suite (Ly)g>1 converge vers L = [] (1 + ¢x)
k>1 k=1
(qui est donc un produit infini convergent).
—+oo
En utilisant la relation (2), on en déduit (par télescopage) que : lim P(z) = L = H(l + ).
Tr—a
k=1
1I1.C
15. On pose pour tout n € IN* et 2 € IR, f,(z) = —e~"%"_ Nous allons appliquer la question précédente; pour

16.

cela, nous devons vérifier toutes les hypotheses sur la suite (fy,).

Soit [a, b] un segment inclus dans IR’.. On a

— pour tout n € IN*, et = € [a,b], fn(xz) > —1 car e <1

— la série de fonctions ), -, |fn| converge uniformément sur [a, b] car :
— fa(@) = e e d'on

e—na’ =0 (-%) d’ott la convergence normale de la série > ns1 [fal sur [a,b].
n—-+00

Par conséquent, d’apres les deux questions précédentes, f est bien définie et continue sur [a, b] et ceci pour tout
segment [a,b] inclus dans IR}, donc f est continue sur IR’ .

| fallso < e et la série 3 e "% converge puisque

Soit x,y deux réels tels que 0 < z < y.
Alors pour tout n € IN*, —na2 > —ny? donc 1 — e~ > 1 —e~™" >0, donc en multipliant ces inégalités :

\

N

H(l _ e—nxz) >

n=1 n

(1- e_”yQ) d’ott  f(z) > f(y) par passage a la limite N — 400

=

Il
—

Donc f est décroissante sur IR} .
Limite en 0. On applique la question 2 :

N N
ve>0 YN eN, 0< [ (1-e) <exp <Z —e"z"’>
n=1

n=1

+oo 22

—e . , s . _ N 5
Or pour tout = > 0, Z —emnz’ — T (série géométrique de raison e @ ¢ [0,1]) d’ou par passage & la
—e
n=1
limite quand N — 400 :
2
767‘%2 7efx
Or lim —— = —oo d’ou lim exp | ——— | = 0 donc par théoreme d’encadrement :
z—0+ 1 —e™ 7 r—0t l1—e*®
lim f(x)=0
Jim f(z)

Limite en +o00. On applique les questions 1 puis 2

V>0 VnelN* ‘(H(l—ekm2)>—1

k=1

n
< <H 1 _|_ ‘_efkm2
k=1



+oo —z2
2
Donc par passage a la limite quand n — +o00, en utilisant E S
k=1

.2

—x —fL‘z
Or lim LI 0 donc lim exp <lez> =1 d’ol1 par théoreme d’encadrement :

zo400 1 — e—7? T—+00 —e 7

lim |f(z)—1=0 soit zgrfoof(x):

r—r+00

IV - Expression de la fonction sinus comme produit infini

17. Soit x € 1R.
i 2n+1 ) iz 2n+1 ]
D’apres la question 6, nli}r_rkloC (1 + Gy 1) — T ot ngrfoo <1 T 1> — ¢~ donc -
1- P )_ 1 1T —ix\ __ )
m o (x) = T (e — e ™) =sin(x

Donc la suite de fonctions polynomiales (P,,) converge simplement vers sin sur IR.

18. D’apres la formule du binéme de Newton,

) ;g () (e ¢t~ )
1 (igfﬂrl—(—i)%*1

20\ (2n+1)2n+1

X2ty R(X)) avec R € Ry, [X]

_ (71)71 2n+1
T (2n+ 1)t X +R(X)

Donc P, est un polynoéme de degré 2n + 1.

19. Soit k € [0, 2n].

Z"JJk 2n-+1 Zl’k 2n+1
2P (xx) = (1 _(1-
iPn (k) < +2n+1) ( 2n+1>

& e 2n+1 & k 2n+1
. s . s i s
COb<2n+l)+Zbln<2n+l) COb(2n+1) Zbln<2n+1>

km km
COS <2n+1) COS (2n+1)

donc

TN e p—— S CE I L)
= - (eikﬂ' _ e*ik’n‘) _ 0

Donc zj, est une racine de P, pour tout k € [0,2n].
Mais k — xy, est injective (par injectivité de la fonction tangente sur [O, 3 [U] 5T D, donc l'ensemble {z, k € [0, 2n]}
contient 2n + 1 racines de P, qui est un polynoéme de degré 2n + 1; on a donc toutes les racines de P,.

20. On va regrouper les racines xy deux & deux, en remarquant que pour 1 < k<nona2n+1—k € [n+1,2n] et

2n+ 1w —k k k
Tont1-k = (2n + 1) tan (%) = (2n+1)tan (77 T ) —(2n+ 1) tan (2711 1) = —xy




21.

22.

23.

D’apres la question précédente, il existe u € C tel que

2n n 2n
PuX) = p[(X —20) = w(X =) [[(X —a) ] (X —a0)
k=0 k=1 k=n+1
= puX H(X — T) H(X — Zon+1-k) changement d’indices
k=1 k=1 I
vz 2 - 2 T X7 -
= MXH(X _xk):MH(_mk)XHT
k=1 k=1 k=1 k
_ _1\n 2 i
= (-1 szXH<1 x2>
k=1 j=1 J
A

n
Il suffit de poser A = p(—1)" H x} pour obtenir ’égalité demandée.
k=1

En reprenant la définition de P,, sachant que P/ (0) est le coefficient en X dans P,(X), on a :

1 /2n+1\i' — (—i)!
P (0) = — 7
n(0) 2i< 1 ) 2 + 1

n
De plus en dérivant P,, avec I'expression de la question Q22, en notant Q,,(X) = H (1 - —

j=1
Py(X) = MXQ,(X) + Qu(X)) dlolt P(0) = AQn(0) = A
Donc A = P/ (0) =1 d’ou le résultat.

IV.B

24.

25.

jm
2 1 ~ 2 1
Comme s 0, on a (2n+ )tan2n+1 n—>+oo( n+ )2n+1 donc
2 1)t — j
(2n+1) an2n+1 WS I
D’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢, entre 0 et x tel que :
tanz — tan 0 = tan’(c,)(z — 0).
Ainsi [tan x| = [tan’(c,)| || = (1 + tan? ¢,) |2| > |2
Soient j dans IN*. D’apres la question 23, on a pour tout n € IN* :
2 2
x x
lvj(n)| < i 2 = j2n2
(2n+1) x —2 ——
2n +1 indépendant de n

2

X2

T

) ;

.. x . ‘2 - - . -
Ainsi |vj| - < =55 qui est le terme général d’'une série numérique convergente (Riemann) : la série de
’ T

fonctions E v; converge normalement sur IN*.

+oo
D’apres la question 17 on a P, (x) oy sinz et Py(z) =2 H(l +v;(n)).
n—-+0oQo
j=1
22

D’apres la question 22, pour tout j € IN*, on a vj(n) — ———
n—-+oo T ]
—+oo
Avec le résultat de la question 24, on peut appliquer la question 14 : le produit infini H
j=1
et on a:

+oo 22
sinx = ngrfan(m) =z 1—[1 (1 - 7r2]2)
j=

(-5
m

2

2

j2

) converge



V Autour de la fonction I

26. On applique le théoréme de continuité des intégrales & parametres. On note pour tout ¢ €]0, +o00[, z €]0, +00],
flx,t) =t*te t.
— pour tout t > 0, z — f(z,t) = @D e~t est continue sur |0, +-00[ par continuité de exp.
— pour tout z € [a,b] C]0,4o0[, pour tout ¢t > 0,

tolemt si0<t<1
|f(x7t)‘ < gD(t) avec (,0(15) - tb—le—t sit > 1

et ¢ est intégrable sur 0, +o00[, car ¢ continue par morceaux sur ]0, +oo] et :
—en0:p(t) ~ iretl—a<lettr -t intégrable sur ]0,1] (Riemann).
t—0t ¢ ¢

— en 400 : p(t) t—:>+(()>o (t%) par croissance comparée et t > t% intégrable en +o0.

Par conséquence, I' est continue sur |0, +o0].

27. On raisonne par récurrence sur 7 :
initialisation : n = 1, pour tout x > 0,

1 x z+171
o1 U U 1 1 1
= ]_ — d = _— = — — = .
(@) /Ou (1 - w)du {ax x—l—lL x x+4+1 z(x+1)
|
hérédité : soit n € IN*, supposons pour tout x > 0, g,(x) = nni
[[@+k
k=0
On effectue une intégration par parties (que je ne rédige pas) :
1 1
1
Gnt1(z) = / w1 —w)" T du = nt / u’(1 —u)"du (IPP)
0 T Jo
n+1
= n 1
o 9n(@ +1)
1 !
- i - n hyp. de récurrence avec x + 1
[[+1+k)
k=0
_ (n+1)!
- n+1
[[@+k
k=0

28. Soit & > 0. On applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,,) définie par :

z—1 _t\" .
Vn € IN*,Vt > 0, fn(a:)‘t (1-%)" sit<n

sit>n
On a:
t n
— pour t > 0, lim fu(t) = lim #*7! (1 — ) = t*"le7! par la question 6; la suite de fonctions (f,)
n—-+oo n—-+oo n

converge simplement sur 0, +-o00[ vers ¢t — t*te™".

— Pour tout n € IN*, pour tout ¢ > 0,
évident sit>n

d’apres Q2 sit<n

[fa®)] <77l {

Et ¢ — t*~le~! est intégrable sur |0, +oo[ d’apres la question 26
Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée :

n t n +oo —+o0
lim ot (1 - ) dt :/ lim f,(t)dt :/ t"te~tdt = T'(z)
0 n 0 0

n—-+oo n——+oo

29. Soit & € IR%.. Pour tout n € IN*, par le changement de variable affine v =t/n :

n n 1 !
/ ! <1 - t) dt = / (nw)* ' (1 —w)" ndu = n®g,(z) = nInL
0 n 0



Donc par la question précédente

" t\" !
I(z) = lim =1 (1 — ) dt = lim n*—-— i
n—-+oo 0 n n—-+oo H +]€
X

+00 2
. . €T N . -
30. D’apres la question 25, sin(7z) = 7z I | (1 — ) et d’apres la question précédente :

2
=1 J
T 11—z,
)1 —2z)= lim — v — L
n—-+oo
H(m—i—k) H(l—:c—i—k:)
k=0 k=0
Or pour tout n € IN*¥,
nn! nt=*n! B n(n!)? _ 1 ﬁ n
i i B n nAl z\ o ( —x) n+l—z
[[e+r [[Ja-2+k) v[[@+k) [Jtk-2) -
k=0 k=0 k=1 k=1
n -1 —1
= = 1—-—
n+1—1‘ U( ) (n+1—x <k1:[1< ))
n 1
Or ——— ~ — donc par passage a la limite quand n — +oo :

z(n+1—2a) notoo x

rana-a = (I (-5)) LI 0-5) ~tat-w

k=1 k=1

n

1
31. On pose u,, = Z — — Inn. L’égalité demandée revient & montrer que la suite (u,,) est convergente. Pour cela,

k=1
il suffit de montrer que la série télescopique associée > u,+1 — u, est convergente.

On a pour tout n € IN¥,
1 n+1 1 ! 1 1 1 11 1
n - 71:7*1 1 —1 1 — = — (1 —-—=] == - .
Un+1 — Un ] n( - ) n< + > n( +n)nﬁ+oon< n> n+2n2+0<n2>
-1 (1
n—>+o<>2n2 n2

uy,) est convergente donc la suite (u,) converge, d’oit

n—-+00
v+ o(1) c’est & dire :

1
Donc upy1 —u, =0 <2> donc la série Z Up41 —
lexistence de v tel que u,, e

n

an% (n) +~+o(1)

32. Soit € IR’.. Pour tout n € IN* on a :
(ln(n)— > %) n

n&n! _ e;cln(n) f[ k _ e He% (1 N ) 1

T T+ k Pty

ﬁx—i—k‘ k=1

z( In(n)— i l)
Et d’apres la question précédente lim e ( =1") = e don par passage a la limite et la question 29 :

n—-+00
ln(n)—E% n g o0 _
o= I ey ey
=1 =1

FIN DE LE CORRECTION



