PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Devoir n° 3, facultatif. Une correction

I - Existence et propriétés élémentaires de ’opérateur U

1. a. e La fonction ¢ : z + ™

dans [ on a :

y(z) est dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables sur I. Pour z

¢'(x) = (' () — ay(z))e™"".
e Supposons qu’il existe K € IR tel que :

(Vz € 1) (y(m) oo (K _ /1 "t ph) dt)) .

Comme t — e~ f(t) est continue sur I, le théoréme fondamental assure que la fonction
x
Dz / e M f(t) dt
1

est de classe C! sur I avec ®'(x) = e~ f(x). Ainsi, y est de classe C! sur I (par produit) et on a, pour
z dans I :

Y (@) = ay(z) — ' (x) = ay(x) + e~ f(z) = ay(x) — ().

Ainsi y est solution du probleme (Ey).

e Supposons maintenant que y soit solution du probleme (Ey). Alors la fonction z +— y(x)e " +
x

/ e f(t) dt, définie sur I, de classe C'. On la dérive et on trouve de suite que sa dérivée est nulle :
1

comme I est un intervalle, c’est une fonction constante.

Conclusion. La fonction y est solution du probleme (E[) si et seulement s'il existe K € IR tel que :

(Vz eI) <y(x) =™ <K - /lm e L f(t) dt)) .

b. Supposons que y; et ya soient deux solutions bornées de (Ey). Il existe donc K7 et K réels tels que pour
tout « dans I on ait :

y1(z) = e | K3 —/ e f(t)dt
1
yo(x) = e | Ko —/ e L f(t) dt
1
Pour z dans I, on a alors :
yi(z) = y2(z) = (K1 — Kp)e®.
Mais, comme ¥y et yo sont bornées, il en va de méme de y; — yo. Cela force K1 = Ks, puisque dans le cas

contraire on aurait I’absurdité

— 400

‘yl(x) - y2(£)| = ‘Kl — Ké‘eam — 4oo.
— x

>0

Il en résulte que y1 = yo.

Conclusion. | S’il existe une solution de (Ey) qui soit bornée sur I, celle-ci est unique |




c. La fonction ¢ — ™% f(¢) est continue sur [1, +oo[ et f est bornée par un réel positif M sur [1, +o0o[. Ainsi
pour tout ¢ dans [1,+oo[ on a :
le™ " f(t)] < Me™™.

—a

e

+oo +oo
Or, en prenant une primitive, / e~ dt converge de valeur / e dt = . Par domination,
1 1

—+oo
l'intégrale / e~ f(t) dt est absolument convergente donc convergente |.
1

+o0
d. e Montrons que g est solution de (Ef). Pour z réel, posons R(z) = / e “ f(t) dt. Avec les notations

x
utilisées dans les questions précédentes, on a pour tout x réel :

+oo
R(z) 4+ ®(x) = / e f(t)dt
1
+oo
Ainsi R = —® + / e f(t) dt. Comme on a vu que ® est de classe C' sur I, R est de classe C' sur

I. Pour z dans I on a de plus :
R(z) = —®'(z) = e " f().

Ainsi g est de classe C! sur I et on a, pour x dans I :

+oo

+oo
J() —agle) + fz) = ae® / e~ f(t) b + e™e " f(z) — ae™ / oot f(t) dt + (x)
= 0,

ce qui démontre que ‘ g est solution de (Ey) ‘

Autre méthode. On écrit, pour x dans I :

g(z) = e /+OO e " f(t)dt = e™® /1+°<> e f(t)dt — /uL e f(t) dt
r (S ——

1
=KclR

Selon la question 1a, la fonction g est solution du probleme (Ej).
e Montrons maintenant que g est bornée sur I. Comme f est bornées sur I il existe M dans IR tel que

pour tout £ > 1 on ait :
|f(t)] < M.

Pour tout = dans I on a alors :

—+o0 —+oo
o) = e[ e dt\ <o [ e s ar
. +oo —ax M
< Me‘”/ e_atdt:Me‘”e—:—.
- a a

D’apres la question précédente, il ne peut exister qu'une seule solution de (Ey) bornée sur I.

“+oo
Conclusion. g : x + e* / e f(t) dt est 'unique solution du probleme (Ey) qui soit bornée sur I.
xr
2. Linéarité de U
a. Lorsque f =1, on a, pour tout 2 € I (en utilisant les calculs faits & la question précédente) :
+oo

U(f)(x):e‘“”/ oot dp = L

x a

1
Conclusion. | U(1) est la fonction constante de valeur — |.
a




b. e Si f € E, U(f) est, par définition, la seule solution bornée sur I de (Ey). En particulier U(f) est de
classe C'! (donc continue) et est bornée sur I. Il en résulte que U(f) € E.

e La fonction U est immédiatement linéaire, par linéarité de 'intégrale. Précisons tout de méme. Soient
f et g dans F ainsi que A réel. Pour tout « dans [ on a :

+oo +oo

e f(t) dt + Ae™ / e g(t) dt

x

U(f + Ag)(x)

+oo
/ e~ F(t) + Ag(t)] df = o /
= U(f)(@) + AU(9)(x)

1l en résulte que l'on a 1’égalité de fonctions : ‘ U(f+Xg)=U(f)+ \U(g) ‘

Conclusion. ‘ U est un endomorphisme de FE ‘

c. Soit f dans kerU. On a donc U(f) = 0. Mais, par définition de U(f), U(f) est C* et solution de (Ey)
donc, pour tout x dans I on a :

0=U(f)(z) = aU(f)(x) — f(z) = = f(2).

Il en résulte que f est la fonction nulle.

Conclusion. | U est injectif |

d. On procede par récurrence sur n > 0 pour montrer la propriété : « pour tout f dans E et pour tout x
dans I on a

+oo (t _ x)n
n!

U (f)(z) = e‘”/ e f(t)dt. »

xr
— La définition de U(f) et la question I-1d affirment que le résultat est vrai pour n = 0.
— Supposons la propriété vraie pour un certain entier n > 0. On a donc, pour tout x dans I et
tout f dans E :
+oo (t _ x)n

lJ"*l(f)Cn)::e“IJ/ O ety dr.
Soit f dans E. Pour x € I, puisque U(f) € E, on a donc :
+oo (t _ x)n
U a) =) e [ S e ar
+oo (u _ t)n
Or, pour tout ¢t € I, e”U(f)(t) = / —— e ““f(u) du. Mais on a déja vu que
n

' !
R:tw— e UU(f)(t) est de classe C! avec R’ : t — —e 2 f(2).
On fait alors une intégration par parties formelle. Pour = € I :

o)t I ) s Lt
| S enee - {m+me U@@L w [ e a

Cette IPP est correcte puisque U(f) est bornée (par définition) donc :

Ainsi, pour z € I, il reste :

+o0 — )" +o0 — p)ntl
[T e upmar= [ e ar,

n! . (n+1)!

“+o0 n+1
t —
et, en multipliant par e®®, on obtient : U"*2(x) = / ((n—laj)l)' e f(t) dt.
v !

Par récurrence la propriété est donc vraie.



3. Cas des fonctions exponentielles
a. Soit k > 0. Pour tout « € I on a (en notant que a + k #0) :

—+oo +oo
ea:z:/ efatefkt dt = eam/ ef(aJrk)t dt
T T

axr ei(a+k)t oo
¢ a+k .

—(a+k)x —kx
e (a+k) e

a+k

U(fx)

a4k

—kz

Conclusion. | Pour tout k > 0 on a: U(f;):x+— ©

k
0onalU(fx) =

a-+
. La question précédente affirme que pour tout k > fr. Mais une béte étude de

1
a+k

est strictement décroissante de [0, +oo[. Comme elle est continue, elle

1
fonction montre que t —
a+k

induit une bijection de [0, +oo[ sur son image |0, i] Ainsi, pour tout A dans |0, é], il existe (un unique,

mais ¢a n’a pas d’importance) ky € IR™ tel que = \. On a alors :
a

+ k»
U(fry) = M-

Conclusion. Comme f;, n’est pas la fonction nulle, on a : ’ker(U — Mdg) # {0} ‘

. e Si, pour un certain n entier naturel, U™ (f;) = ﬁ fr alors :

Comme cela est vrai pour n = 0 (et n = 1), par récurrence, on peut dire que :

1
U™(fr) = m fx pour tout n € IN|.
eka
e Soit x dans I. On a donc : U™(fx)(x) = e Ainsi :

—sia+k>1ie k>1—a alors lir_rg U™(fx)(z) =0;
n—-+00
— sia+ k=1 alors ngrfw Un(fe)(z) = e ko,

— sia+k<lalors lim U™(fx)(z)=4o0.
n—+00

4. Cas des fonctions sinus et cosinus

a. Je vais utiliser les intégrales de fonctions complexes. Soit = dans I. Pour X > z on a :

i—a

e(i—a)t:| X

X .
/ e—atezt dt — {

1 . .
(e(z—a)X _ e(z—a)z) )

i—a

+oo
Mais e(*=®X = eiXe=e¢X __  ( puisque e'X est de module 1. Ainsi I(x) = / e e dt converge de
X —+o0 -
_e(i—a)x —ax )
valeur = (a+14)e"™. On a alors :
i—a 1+a?

U(cos)(x) = e*™R(I(x))

Conclusion.

T 1+a2

(acosx —sinx) et Uf(sin)(x)

- ﬁ(cosa:—t—asina:).
a

1
14 a?

U(cos) = (acos —sin) et U(sin) =

1+a

5 (cos +-asin) |

Autre méthode. On peut utiliser des IPP. ..



b. e On vient de voir que U(cos) € vect(cos,sin) = P et U(sin) € vect(cos, sin) = P.

Ainsi ‘ P = vect(cos, sin) est stable par U ‘

T
Si maintenant « et 3 réel vérifient o cos + sin = 0, en évaluant cette égalité fonctionnelle en 27 puis en 57

on obtient aw = 8 = 0. Il en résulte que (sin, cos) est une famille libre qui engendre P : ¢’est une base de P.

o La matrice M de Pendomorphisme U, induit par U sur P dans dans la base (sin, cos) est :

1 a —1
M1+a2<1 a).

1 a?—1 —2a 1 (a®> —1)a —2a 1 — 3a?
A2 — 3 _
c. o On trouve : M* = (1+a2)2< % ag_l),M (1+a2)3< 302 — 1 (@~ 1)a—2a)’
Wt 1 (a®> —1)2 —4a?  —4(a® —1)a
T (14+a)*\ 4@ -1a  (a®-1)2—4d?)
1
e Pour calculer M", remarquons que o = 2 ¢ [1,1] et 8 = € [0,1] vérifient o+ 5% = 1.

1+ a? \/11—|—a2
4 et sinf, = ——
V1+a? V1+a?

11 existe ainsi 6, dans [0, 7| tel que cosf, = , de sorte que :

M- 1 cosf, —sind,
V1442 \sinf, cosb, )’
cosf, —sinf,

sinf, cosé,
est la matrice de la rotation vectorielle d’angle nf,. On a donc :

. n
. cosfl, —sinf
Mais e a)

est la matrice de la rotation vectorielle d’angle 6,. Ainsi : | .
sinf, cosf,

1 1 cosnb, —sinnb,

M — cosf, —sinf,\" _
- (1/1_|_a2)" sinf, cosb, - (mn) sinnf, cosnb, |’

Comme toutes les suites (cosnd,) et sinnf, sont bornées, les coefficients de M™ convergent vers 0 lorsque
n tend vers +o0.

5. Une autre famille de fonctions
a. Soit n > 1 un entier. Soit = dans I. On a :
+o0 Foo
Yn(z) =™ / e e " dt = e‘”/ e~ (@bt gy,
xT xT

Une intégration par parties formelle donne :

+oo n ,—(a+1)t +oo +oo
/ P TR (il I / o (T g
@ a+1 v a+1/,
n,—(a+1)z +
_ ale (a+1) 4" / Ooe_(a-u)ttn—l di
a+1 a+1/,

A posteriori cette IPP est justifiée, et en multipliant par e* on obtient :

e ® n

+

a+1 a+11/)n—1(1‘)-

Un (Jj) =

1%-1 .

1
Conclusion. | Pour n entier naturel non nul, on a v, = ﬁ@" +
a

n
a+1

b. Soit p € IN.

e Montrons tout d’abord que la famille (¢g, ¢1, ..., p) est libre. Soient ay, ..., a, des réels tels que :

aopo + -+ appp = 0.



Pour tout > 1 on a donc : e (o + a1z + - - - + a,z?) = 0. Comme exp > 0, le polynéme oy + a1 X +
-+ -+ a,XP s’annule sur [ : il admet une infinité de racines et on peut donc conclure que c’est le polynome
nul. Il en résulte que g = ... = a, = 0 donc (po, @1, ..., ¥p) est une famille libre de F),, espace vectoriel

qu’elle engendre : ‘ (¢0, 91, ..,¥p) est une base de F), ‘

o Montrons maintenant que F, est stable par U. Un calcul élémentaire montre que U(pg) =

Montrons alors par récurrence finie sur n € {0, ..

e E,.
a—|—1<'00 P

'7p} que ¥, = U(‘Pn) € Ep.

— On vient de voir que c’est vrai pour n = 0.

— Supposons que, pour un certain n € {1,...

montre que

,p} on ait ¥,_1 = U(ypn) € Ep. La question précédente

1 n
n:U n) — n U n—1) -
Y (¢n) Tt (¢n-1)
€E, €E,

Comme E, est un espace vectoriel, 1, € E,,.

Ainsi pour tout n € {0,...

,p} on a ¥, =U(p,) € E,. Comme E, = vect(yg, 1, ..

,©p), Ep est stable

par U.
On a o = Ulpo) = — <0 pu
c. e On a iy = = uis :
0 %o a+1<ﬂop
1 1 1
Ulpr) = —— - .
(¢1) a+1<ﬂ1+a+11/)0 a+1<ﬁ1+(a+1)2<ﬂo
1 2 1 2
Enfin, U(ps) = _ _
nfin, U(pz) a+1¢2+a+1¢1 a+1@2+(a+1)2@1+(a+1)3¢0
1 1 2
a+1l  (a+1)? (a+1)3
On a donc | Ty = 0 a%rl ﬁ
1
0 0 Y
| (0L o
e On adonc To = ——(I + N) out N est la matrice nilpotente N = 0 0 2 |.Puisona:
a+1 a+1
0 0 O
1 0 0 2
2———_ 10 0 0] et pourtoutk >3, N¥=0.
(@+1)*\y o o

La formule du binéme de Newton utilisée & bon droit (puisque I et N commutent) donne pour n entier :

n o _
2

(a+1)"

n

D

k=0

1 1

(a+1)"

n _ n(n—1) o

Ok )

On obtient sans peine que ‘ les coeflicients de T3 convergent vers 0 lorsque n tend vers +oo

| puisque, par

. . . . n(n-—1)
croissances comparée, on a lim ——— =0et lim —— =
n—+oo (a4 1) n—+oo (@ + 1)7
6. Une autre expression de U(f)
Soient f dans F et « dans I. On a :
+oo
Ul = [ etpieat

“+ o0
On fait, dans l'intégrale /

€T

e ' f(t) dt, le changement de variable affine u =t — x. On obtient :

—+o0
/z

e () dt = /+OO e_“(““”)f(u + z) du.

0



“+ o0

+o0
Ainsi U(f)(x) = e** / e~ FD) £y 4 ) du = / e” " f(u+ x) du.
0 0

+oo
Conclusion. | Pour tout f dans E on a: U(f)(x) = / e “f(z+t)dt|
0

7. Positivité de U
a. Soit fdans K. Siz €l ona:

+o0 +too
\U(f) ()] = /0 e " f(z+1) dt’ S/O e~ | f(z+1)| dt = U(|f])(2).

Conclusion. ‘ Pour f e Eona: |U(f)| <U(f]) ‘

b. Onav =U(p) =U(l¢|) = |U(p)| donc ‘ 1 est & valeurs positives ‘

Autre méthode. Soit = dans I. Pour tout u € IRT on a e~ p(u + x) > 0, puisque ¢ est positive. Par
positivité de l'intégrale (les bornes sont dans le bon sens), on obtient :

+oo
v =U)@) = [ e pluta)du >0,
0
c. @ Soit x € I. Comme ¢ est décroissante, pour tout t > 0 on a ¢(x) > ¢(x + t) donc (exp > 0) :
e "p(z) > e oz +1).
Par croissance de l'intégrale (les bornes sont dans le bon sens), on obtient :

+00 +oo
/ e Yo(x)dt > / e “op(r+1t)dt.
0 0

=% o(@) =¢(x)

Ainsi on a : .

e Comme 9 est solution du probleme (E,), on a : 9" = a) — ¢ < 0. Ainsi ‘ 1 est décroissante |.

8. Commutation de U avec la dérivation

a. Soient f dans Fj et  dans I. On fait une IPP formelle :

—at

+00 +oo —at
- f(x—i—t)] +/0 ea f(z+t)dt.

0

+o0 e
v = [ et rna={-
0
Cette IPP est a posteriori correcte puisque f et f/ sont bornées et on a :

U(f) ) = 1O

a

f(ert)JréU(f').

Conclusion. | Pour tout f élément de Ey, on a aU(f) = f+ U(f’)

b. Soit f dans E;. D’apres la question précédente, on a;

aU(f)=f+U(f) (W)

Mais n’oublions pas la définition de U(f) : ¢’est 'unique solution bornée du probleme (Ey). Ainsi :
U(f) =aU(f) = f  (#W)
Avec (#) et (M#) on obtient U(f) = U(f").

Conclusion. ‘ Pour tout élément f de Ey on a: D(U(f)) = U(D(f)) ‘

c. Soit f une fonction dans F; & valeur positive et décroissante. On a alors f/ = D(f) < 0donc U(D(f)) <0
(puisque U est linéaire et positif). Comme U(D(f)) = D(U(f)), il vient U(f)" < 0 ce qui montre que
U(f) est décroissante.



IT - Comportement asymptotique de U(f) au voisinage de +oco

1. Résultats préliminaires

a. Par définition de la propriété a(x) = o(B(x)), il existe une fonction n : I — IR telle que :
Tr—r+00

alz) =n(x)f(xz) et lim n(z) =0.

r——+00

Ainsi il existe A > 0 tel que pour tout ¢ > A on ait |e(t)| < e. Il vient, pour z > A :

/:OO a(t) dt‘ =

< g/ﬂ”wandts

/;OO n(t)B(t) dt‘ < /:OO In(t)3(t)| dt

—+oo

B(t) dt‘ puisque S8 > 0.

x

+oo
/ a(t) dt
Ainsi, pour tout > A on a correctement (puisque 8 > 0) : | <€
A(t) dt
xX
“+o0
a(t) dt
Cette derniere propriété signifie exactement que lim =*— =0, donc :
r—r+00
p(t) dt

x

/x ™ o) dt =0 ( :OO B(t) dt) .

b. Comme a(x) et B(x), il existe une fonction 1 : I — IR telle que mgriloon(x) = 0 et vérifiant, pour tout

tdans I : a(t) = (1+n(t)5().
Il vient alors, pour tout z dans I :

—+oo

+o0 +oo +o0
/ amw:/“<ummmmw: ﬁ®&+/ n(OB(H) At (&)

x

Mais n(x)B(z) = o(B(x)) done, selon la question précédente :

z—+00
/;OO (Bt dt = o (/:OO B(t) dt) '

+oo —+oo
Avec (&), on peut conclure que / a(t)ydt ~ B(t) dt |

r—r—+o0

x

2. Cas des fonctions admettant une limite en +o0o

e On suppose que f dans E vérifie Ilimf = 0. On a alors f(t) = o(1) donc :
“+o0 t—+o0
—at _ —at
(1), = o)
+o0 +oo
La question précédente affirme alors que : / e f)ydt = o ( / et dt).
x T—+00 x

Feo ex—axr
Mais / e 9 dt = donc, pour tout x dans I on a :
a

xT

“+oo
o(@) :e‘”/ e~ (1) dt = o( ).

a

Conclusion. | Pour f dans FE telle que EIEm f =0, alors Hﬁm U(f)=01|




e Considérons maintenant le cas général. On suppose que f dans E vérifie : 31+im f = b € R. La fonction
o0
f —best dans E et vérifie Eﬁmf = 0. Ainsi :
(o)

SHim U(f —b) = 0.
1

Mais U est linéaire donc U(f —b) = U(f) — bU(1) = U(f) — —. On peut donc conclure que :
a

AmU(f) =7

b
Conclusion. | Si f € E admet une limite finie b en +oco alors Em Ulf)y=—-|
o0 a

3. Cas des fonctions puissances

“+o0
a. & Soit x dans I. On a : g, (x) = e‘”/ e M dt..

x
Soit A > x. On fait une intégration par parties.

A —at A A _—at
/ et g =4 -8 4| / € et
xT a T xT a

On fait alors tendre A vers +oo pour obtenir :

/+oo e v dt = e a2 /+c>o et (Wt ¢,
x xT

Il ne reste plus alors qu’a multiplier par e**

Conclusion. | Pour tout « dans I on a : g, (x) = fol@) _ ggw_l(x) .
a a
_ . fw+1(t) o 1 P
e Ona fui1(z) T o(fu(x)), puisque IAOEE el 0. Ainsi :
T fon(®) = ol fu(x).

Toutes les hypotheses de la question II-1a sont vérifiées : on peut affirmer que

+oo 400
/ e fuya(t) dt oo © (/ e " fu(t) dt) .

fol@) _w

Il en résulte que g,4+1(z) = 0(gu(x)). Comme pour = dans I on a g, (z) = — —guw+1(x), on peut
a

Tr—+400 a
conclure que :

gu(T) ~

T—+00 a

b. e Soit « dans I. La fonction exp est C'°°. On écrit, pour t € I, I’égalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n
pour exp entre 0 et —at : il existe c; entre 0 et —at tel que

Cut = (—at)F —at)"*tt
o™t = Z et exp® (0) + ((n-i-)l)' exp™ V) (¢;).

ktk 1 (_a)n—i-ltn
(n+1)!

Ct

—(1 1 n
Cela donne donc : =3 + Zl

Mais exp est croissante sur le segment [—at, 0] donc e’ < e = 1 et ainsi il vient :

S

—(Z

ktk 1

w\}—l

X

(_a)n—i-ltn o an+1tn . an-i—ltn
(§ = [§ .
(n+1)! (n+1)! (n+1)!



Ainsi, pour tout ¢ dans I on a :

an+1tn - efat 1 z":( l)kaktkfl anJrltn
(n+1)! = ¢t t = k! (n+ 1)
Par croissance et linéarité de I'intégrale, il vient :
T n+1tn T _—at z 1 n T k:tkfl T n+1tn
[ [ [y [ e [
1 (n+1)' 1 t 1 t 1 1 kj' 1 (n+1)'
—— =
=lnzx _ak@k—1) _antl(gntl_q)
=T kRl =T D (nF D!
T —at n k(. k n+1(n+1
. e a”(z® — 1) a™t(az" T —1)
Ainsi : / dt —Inz — ) (=1)F < .
1t kz:l kk! (n+1)(n+1)!
n+1(,.n+1 _ 1
Comme w — 0, par sandwich, on obtient :
(n+1)(n+1)! +o
. reTat - pak(ak —1)
o / e ;H) e
k(k
-1
Ainsi la série Z(_l)ka(i;T converge et on a :
k>1
T o—at +oo A ak X
dt =1 1) — —-1)|
/1 ; ner;( ) o (z )
e +oo e—at

“+oo —at
e Puis,siz € Tona: g (x)=U(f1)(z)= e‘”"/ ; dt = e (/
1

€T
. L e
Avec lexpression trouvée ci-dessus de /
1

—at

x

dt, on obtient :

“+ o0

k=1

ak +oo
g1(z) =™ {—lnx - Z(—l)kw(m‘k —-1) +/1

e

—at
dt » |
t

4. Cas des fonctions comparables aux fonctions puissances f,

a. Supposons que f(x) L= (fu(x)). On a donc e~ f(x)

o
—+0o0

theses de la question Il-1a sont satisfaites, on a :

“+oo
/ e M f(t) dt

En multipliant par e®® on obtient U(f)(z) =

r——+00

T—+00

o(U(fu,)(z) ie.

b. Supposons que f(z) ~ f,(z). On a donc e™**f(x) ~

T——+00

T—+
de la question II-1b sont satisfaites, on a :

Tr—r+00

o(e™® f,,(z)). Comme toutes les hypo-

= o (/:OO e " f,(t) dt) :

g(x) = o(gw(®))|

T—+o0

e f,(x). Comme toutes les hypotheéses

/+oo e f(t)dt ~ /Jro<> e f,(t) dt.

En multipliant par e**, il vient U(f)(z)

Mais on a vu (question II-3a) que g, ()

r—+o0

Juw(z)

r——+o0 a

| g(x)

~ gw(l‘) -

T—r+00

. Comme f(z) ~

fuw(zx), par transitivité de la

r——+o0

relation ~, on peut assurer que g est équivalent & = au voisinage de +oo.
a
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+00
ITI - Convergence absolue de / [U(f)] (t) dt.
1

1. Etudes d’exemples

a. Soit k > 0. D’apres la question I-3a, on a, pour tout « € I : gi(x) =

—kx

a+k

.Maissi X >1,on a:

/X e—ka: . e—k$ X _ 1 ( Tk —kX) . e—k
L atk T U ket k)], katk) Y xoHe klat k)

—k

k(a+k) |

+oo
Conclusion. / gk (t) dt est convergente de valeur
1

. Tout d’abord g,, est continue sur I (par définition de U(f,)). Puis, d’apres la question II-3a, on a :
1 1 1
~ — = — — > .
gw(x) Etoo afw(x) p X o =20
“+o00 +oo 1 “+o0
Ainsi / gw(t) dt et / ” dt ont méme nature. Or, d’aprés Riemann, / t—w dt si et seulement si
1 1 1

w>1.

“+oo
Conclusion. | L’intégrale impropre / 9w (t) dt converge si et seulement si w > 1 |.
1

2. Cas des fonctions positives

a. Par définition de U(f), on a ¢’ —ag + f = 0. Pour = € I il vient donc :

/g’fa/ g+/ f=0.
1 1 1

Comme ¢’ est continue, on a / g = g(x) —g(1). Comme g est continue, le théoréme fondamental affirme

1
que G est C* avec G’ = g. On obtient donc : G’ — g(1) —aG + F = 0.

Conclusion. [On a : G' —aG = —F + ¢(1) ‘

—+oo
. Comme f est positive, pour tout « dans I on a F(x) < / f(t) dt. 11 en résulte que F est bornée.
0

Comme F est C* sur I (déja dit), c’est un élément de FE.

e La question précédente montre que G est solution du probleme (Ep_4(1)). D’apres la question I-1a, il
existe donc une constante K’ réelle telle que, pour tout x dans I, on ait :

G(z) =€ (K’ - /11 e M(F(t) — g(1)) dt) = Ke* — e /13L e EF(t) dt +e**g(1) /1JL e dt.
-

—+oo +oo xT
Mais on a U(F)(z) = e‘”/ e F(t)dt = e (/ e M F(t) dt — / e R (t) dt),
1 1

xT

T +oo
donc : e‘”/ e “F(t)dt = ~U(F)(x) + e“‘”/ e M F(t) dt.
1 1

Ainsi il vient :

+oo a
G(z) = ™ (K - / e F(t) dt + e) +U(F) @) - 21
1 a a
—KeR
1
Conclusion. |II existe K € IR telle que, pour tout = € I, G(z) = Ke* + [U(F)] (z) — % :
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c. Par définition de U, g = U(f) est bornée sur I : il existe M € IR' tel que pour tout € I on ait
lg(x)] < M. 1l en résulte que pour tout x € I on a :

1 [* 1 [* M(x—1
<2 [aiar< s [TaratE= <o
1 z J1

x T

‘G(x)

G(z)

Conclusion. | z — ———= est bornée sur I |.
T

d. Toujours par définition de U, U(f) est une fonction bornée sur I et il en va de méme de :

e CIICEE

x a

Ainsi, si par hasard on a K # 0, comme pour tout z € I on a

G(z) - Kﬁ + 1 ([U(F)] (x) — g(l)> )

T €T x a

on aurait 3 lim G(z)

x—4+o00 X
Gz B
T > L est bornée sur I.
T

= —o00 ou +oo selon le signe de K. C’est une contradiction avec le fait que

Conclusion. |[On a K =0 et GzU(f)—@ .

e. Comme f est positive, U(f) est positive. Mais G’ = g = U(f) donc G est croissante sur I. Comme U (f)
est bornée, il existe M réel positive tel que |U(f)| = U(f) < M. Il vient alors :

En conclusion G est une fonction croissante et majorée : elle admet une limite réelle en +oo (Théoreme
de la limite monotone).

—+oo
Conclusion. / g(t) dt est convergente |.
1

3. Cas général
D’apres la question I-7 on a |g| = |U(f)| < U(|f]).

+o0 +oo
Or / | f] converge. D’apres la question précédente / U(]f|) converge. Par domination (la fonction |g|
1 1

+oo
étant continue par composition), / |g| converge.
1

Conclusion.

+o0
/ g(t) dt est absolument convergente
1
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