PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Devoir n° 0, une correction

Partie I - Exercices d’analyse

Exercice 1

n 3715 _ xn—i—l $15 _ LL’"+1
1. Soit = €]0, 1[. Pour tout n > 15 entier on a : E b= 5 =
1—2 n—odoo 1—z
k=15
+oo 215
Ainsi la série E ™ converge de somme : E " = T .
n>15 n=15 -t

n
2. Soit x réel. Soit n € IN. Posons S,, = Zeikz.
k=0

— Six € 277, pour tout k € IN on a ¢%* =1 et ainsi : S,, = n + 1.
— Siz € IR\ 27ZZ alors €* # 1 et la formule des progressions géométriques donne :

1— i(n+1)x
S, =-—°

1 — et

On peut simplifier cette derniére expression de la maniere suivante :

i o z i z .. 1
ez(n+1) < (e i(n+1)§ _ ez(n+1) 2) inz —92isin (n+2 E
S = T T T =€ 2 X ——F——F7
n 1L (—iZ 5 sin £
ez(e 2 —e 2) —2isin
. 1
sin D
- sinZ  © ’
2

Ainsi il vient :
n

— Siz e 277, Zcos(kx) =Re(S,)=n+1et Zsin(ij) =Qm (S,) =0.

k=0 k=0
— Size R\ 27Z :
n sin (ngl)m na
Zcos(kx) =Re (Sp) = ———cos —
sin 5 2
“n (nt1)
. sin n z . nx
Z sin(kx) = Sm (S,) = smii sin —-
k=0 2
Exercice 2
Soit k > 0.
1. Soit n € IN*. On considere la fonction :
= 10,400] — R
"\ —s aFtl gk —p
Cette fonction est polynomiale donc de classe C* (et en particulier continue), et on a :
lim f, () = —n
x—0
o) = e

Ainsi, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f,,(x) = 0 admet au moins une solution sur |0, +oo|
Comme f est strictement croissante sur |0, 4+o00[ (car f/ > 0), cette solution est unique.

Remarque. Comme f,, est strictement croissante, elle induit une bijection de ]0, +oo[ sur f(]0, +oo]) =] — n, +o0],
cette derniere égalité résultant de la continuité de f : cela permet aussi de conclure.

Notons aussi que la bijection réciproque f, ! est de méme monotonie, c’est a dire strictement croissante.



2. e Soit n € IN*. On a f,(z,) =0 ainsi : frr1(zn) = fu(z,) —1=—1.
1l en résulte que f,11(xn) <0 = frt1(xnt1). Par stricte croissance de f;«&l’ il vient :

Ty < Tpyl-
Ceci étant valable pour tout n € IN*, la suite (z,,) est strictement croissante.

e Supposons un instant que la suite (z,) converge vers un réel ¢ (qui est positif). On a alors :

0= fu(xn) ~* 408 —p T

ce qui est profondément stupide. La suite (z,) ne converge pas. Cette suite n’est donc pas majorée, et comme elle
est croissante on peut dire que : x, +—> +00.
(oo}

k41 k=1
kL k=1 — 2k Ainsi il vient : =%— ~ n=1.
n

3. Comme z, +—> 400, on a x
(o]

k+1
n

Il en résulte que

= 1, dott 2t ~n et z, ~ */n.
o0

Exercice 3
Soit g la fonction définie sur [0, 1] par g(x) = f(z) — . Raisonnons par ’absurde et supposons que g ne s’annule pas sur
10, 1[. Comme elle est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, on a g > 0 ou g < 0 sur |0, 1. Dans le premier

cas, il vient donc :
1 1 1
0 </ g :/ f )
0 0 2

ce qui est absurde. L’autre cas se traite de méme.

Exercice 4
Comme P est de degré impair, en confondant P avec la fonction polynéme associée, quitte a changer P en —P, on a :

IimP = —c¢
— 00
limP = +o00
+oo

Ainsi la fonction P qui est continue sur IR change de signe strict sur IR : le théoréme des valeurs intermédiaire assure
alors lexistence de o € R tel que P(a) = 0.

Exercice 5

L’équation homogene associée est ¢’ —y = 0 et sa solution générale est t — Ce? ot C décrit IR.

On cherche alors une solution particuliere de la forme f : ¢ — A(t)e! ol A est une fonction dérivable sur IR.
Pour tout ¢ réel on a f/(t) = (N (t) + A(t))e’. On a alors les équivalences :

y solution de ' —y = h(t) sur IR
s (V) +A))e' — A(t)e' = h(t) pourt € R
& N(@)=h(t)e ™" pourtclR

On prend A : z +— / h(t)e * dt de sorte que la solution générale de y' — y = h(t) est :
0
x
T (C —|—/ h(t)e dt) e”.
0
Exercice 6

1. e Sur ]0,1[, équation différentielle homogeéne associée & (F) est (Ep) y' + Y — 0. La solution générale de cette
x
derniere équation est :
z— e B@

1

ol A est une constante réelle et B une primitive de  — — sur ]0, 1[. On prend bien sir B(z) = Inx et la solution
x

générale de (Ep) sur ]0, 1] est alors :

A ,
T — — ou A est un réel.
x



On cherche alors une solution particuliere U de (E) sur |0, 1] par la méthode de la variation de la constante. Soit

A :]0,1[— IR dérivable. On pose U(z) = M) pour z €]0,1[. On a alors :
T

U = MO
Ainsi :
U solution de (F) sur |0, 1]
N(x)x —Az)  Aax) 2z
& - +— i pour z €]0, 1]
2z
& MN(r) = ——/—— pour z €]0,1
(0) = ey pour z €0.1]
& Tl existe C constante telle que A(z) = arcsinz? + C pour = €]0,1]
2
On prend alors U(z) = aresme. pour z €]0, 1.
x

Conclusion. Les solutions de (E) sur ]0, 1] sont donc exactement les fonctions de la forme :

)
arcsinx” + \ | L.
T+ —— ou A décrit IR

T

1
e Sur | — 1,0[, une primitive de x — — est x — In |z| = In(—=z). La solution générale de (Ey) y' + Y= 0 sur ]—1,0]
x x

est donc : u
T +— — ou p est un réel.
x
. e arcsin z? ) o
La fonction U définie par U(z) = ——— pour = €] — 1,0[ est encore une solution particuliere de (F) sur | — 1, 0].
T

Conclusion. Les solutions de (E) sur | — 1, 0] sont donc exactement les fonctions de la forme :

2
oy MOMITHL & déerit R
x
2. o Si f est solution sur | — 1, 1] de (FE) cette fonction est aussi solution de (F) sur | — 1,0[ et ]0, 1[. On dispose donc
de deux constantes A et u telles que :

arcsin z2 + A .
_— si—-1l<zxz<0

=
&
I

x
-2
arcsin z“ + .
flx) = Arcsny T H si0<zr<l1
T

2

Puis f est continue en 0 et arcsin 22 T cela force A = ¢ =0. On a donc :

2

f(z) = @ pour z €] — 1,0[U]0, 1] et f(0) = 0.
e Réciproquement soit f la fonction définie sur | — 1,1[ par :
2
f(z) = @ pour z €] —1,0[U]0, 1] et f(0) = 0.

Cette fonction f est continue en 0 et on a :

lim @

=1
x—0 I
donc f est dérivable en 0 de nombre dérivé f/(0) = 1. D’apres la premiere question f est solution de (E) sur chacun
des intervalles ] —1,0[ et ]0, 1[ et on a bien zf'(z) + f(z) = \/% pour z = 0. On en déduit donc que f est la seule
solution de (E) sur | — 1, 1]. O



Exercice 7

Soient ai,...,a, les racines de P rangées dans l'ordre strictement croissant. Fixons ¢ dans {1,...,n — 1}. La fonction
polynomiale P est continue sur [a;,a;11] et dérivable sur a;, a;+1[. De plus P(a;) = P(a;11) : le théoréme de Rolle
s’applique. Il existe b; €]a;, a;4+1[ tel que P’ (b;) = 0. Comme :

bl<a2<b2<a3<~-~<an,1<bn,1<an,

le polynéme P’ admet n — 1 racines distinctes.

Exercice 8
On considére la fonction g : [a,b] — IR définie par g(z) = e”(f(z) — f'(z)). Cette fonction est dérivable sur [a,b]
avec g(a) = g(b). Selon le théoreme de Rolle il existe ¢ €]a,b] tel que ¢'(¢) = 0. Mais on a, pour tout = dans [a,b],

g'(z) =e"(f(x) = f"(x))...

Exercice 9

On considere la fonction g :]0, +0o[— IR définie par g(z) = e** f(x). Cette fonction est dérivable sur |0, +o0[ et admet n
zéros que l'on classe par ordre croissant : a3 < -+ < ay,. Fixons ¢ dans {1,...,n — 1}. Comme g(a;) = g(a;1+1) = 0, selon
le théoreme de Rolle, il existe ¢; entre a; et a;11 tel que ¢'(¢;) = 0.

Or, siz >0, ¢'(x) = e*(af(z) + f/'(x)). On peut conclure. ..

Exercice 10
1. a) Soit n € IN*. On a :

1 & k 1 1 ’
_ o+ Ny 4 1/n?\k _ *
Un = n;eXp(nZ)_nZ(e )_nx 1 —el/n?
et il vient ainsi :

Inv, = nlnunzn(—lnn+ln(el/"el/"2—el/nz —1n(e1/”2—1>)

= n(_ln(n)+nl2+1n(ei —1) —1In(e” _1)>

b) On écrit le développement limité & ordre 2 de exp en O :

T ‘172 2
€ 201+$+?+0($).

Tr—

X

Ainsi, pour z nonnul : ——— = 1+ Tio (x).
X x—0 2

On passe au logarithme : In(e® — 1) — In(x) = In (1 + g +o (x)) .
z—

On utilise alors le développement limité a 'ordre 1 : Inu =, U + o (u).
uU—r

Comme u = = +o0 () — 0, il vient :
2 z—0

In(e” — 1) —In(z) = E—|—0(;1:)—&—0(%—|—0(m)).

z—0 2

=o(x)

1 1
¢) Comme — — 0 et — — 0, la question précédente donne :
n +oo n? +oo

1 1 1 1
et 1) =i g o) = g e )
1
In (en —1) :lnﬁ—l—ﬁ—l—o(n%) =—21nn+ﬁ+o(#)
Ainsi :
Inv, = n<ln(n)+n12+1n(ei —1) —In (e7? 1)).

1 ) 1 1
= D = — — 1 —
n<2n+o(n)) o) )

On a donc v, +—> e'/2 par continuité de ’exponentielle.
o0



2. a) On écrit I’égalité des accroissements finies entre 0 et ¢ pour la fonction exp : il existe ¢; entre 0 et ¢ tel que :
el —e¥ = (t —0)e.
Ainsi : et — 1| = [t]e® < [t]|el!].

t2
b) L’inégalité de Taylor-Lagrange & 'ordre 2 dit que e — 1 —¢| < §M , ol M est la maximum de exp” = exp sur

le segment d’extrémités O et t.
2
Comme M < eltl on obtient le résultat souhaité : let —1—t| < 56'”.

3. a) Démontrer qu’il existe un réel M tel que pour tout n € IN* et tout k € {1,...,n} on ait :

() <2

b) e Soit n € IN* et k € {1,...,n}. En utilisant I'inégalité de la question 2a, on a :

oo (31(8)) <2 (2ol ()

Avec I'inégalité de la question 3a, il vient :

1 k MoM
o (3 (3)) -1 <

ot My borne la fonction continue f sur le segment [0, 1].

Ainsi, pour tout n € IN* on a :

1O 1,(k 1
lup — 1] = nZeXP<nf<n>)—1: >—nzl
k=1 k=1 k=1
R ) ) <2 (o)
k=1 k=1
MoM 0

Ainsi u,, — 1.
—+oo

e Onalnv, =nlnu, =nln(l+u, — 1) ~n(u, — 1).

c) Etablir qu’il existe un réel K tel que pour tout n € IN* et tout k € {1,...,n} on ait :

Il

(]
0]
M
ko]
/T\
k,\"
TN
S|
N——
N———
|

3
|

| —
bl
i]=
\h
N
| &
N~

n(un—l)—iéf(f)

=3 (e (2 () - b (2)

Ainsi, par inégalité triangulaire :

En utilisant I'inégalité de la question 2b, on obtient pour tout k € {1,...,n} :

2
o (2 (3) 1= () = e G e ()1
n n n n 2n n n n




Avec la question 3a, il vient alors :

o 2(3)) -2 o
n n n n 2n n

ott M; borne f2 sur [0, 1]. Ainsi :

I~ [k !
d) Par somme de Riemann on a : — Z f () — | f(t) dt.
n n 0
Par inégalité trinagulaire :

- 15 (4)

k=1

nwn1)Alﬂwd4<

1
Ainsi n(u, — 1) o / f @) dt.
> Jo
1
Or lnv,, ~ n(u, — 1) donc, par continuité de ’exponentielle, v, +—> exp </ f) dt>.
o 0

4. On applique ce qui précede avec la fonction f = 1Ing, qui est correctement définie. . .

Partie II - Exercices de mathématiques générales et d’algebre linéaire

Exercice 11

1. e Montrons que f est surjective. Soit y € Y. On a alors y = f o g(y) = flg(y))] : y est 'image par f de g(y).

L’application f est bien surjective.

e Montrons que g est injective. Soient y; et yo dans Y tels que g(y1) = g(y2). On a alors flg(y1)] = f[g(y2)], donc

y1 = Yo puisque f o g = Idy. Ainsi g est injective.

2. Montrons que f est bijective. Comme fog = Idy, d’apres la question précédente, f est surjective. Comme gof = Idx,

toujours d’apres la question précédente, f est injective. Ainsi f est bijective.

eOnafog=1Idy donc f~1o fog=f1 Ainsi f~!=g.
—
=Idx
Exercice 12
1. e Soient (P,Q) € E? et A€ IR. On a:

fAP+Q) = (AP+Q)X+1)-(AP+Q)X)=APX+1)-PX))+QX+1) - Q(X)
A(P)+ f(Q)

1l en résulte que f est une application linéaire. Comme f(P) € E (son degré est inférieur a 1), f est un endomor-

phisme de F.
e La base canonique de E est = (1,X,...,X™). On a f(1) =0 et pour tout k € {1,...,n} il vient :

k k-1
ky _ kE_ ywk _ k i vk _ k i
FXF) = (X +1) ng(l X sz; )X
Ainsi la matrice de v dans 3 est :

1 2 n

0 (O> 0 0

2 n

0 0 1 1
A=[fls=1: - 0 : € My 1(IR).

n

n—1
0 0 0



2. Cette matrice est de rang n donc le noyau de f est de dimension 1. Comme f(1) = 0, ker f = vect(1) = IRo[X].
Puis Im f C IR,,—1[X] et dimIm f = n on peut conclure que Im f = IR,,_1[X].

Exercice 13 (Valeurs propres d’une matrice)
1. Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Ainsi, pour A € K, la matrice M — AT est
singuliére si et seulement si son déterminant est nul, ce qui justifie que : « les valeurs propres de M sont exactement
les valeurs de A qui annulent ce déterminant ».

4— )\ -3 9
2. a) Soit A\eC.Ona: A— A\ = 6 —5—A 9 . Ainsi, en développant par rapport a la derniere ligne,
0 0 —2—-A
on a :
4— A -3
det(A—=XI) = (-2-X) 6 5
= (=2=XN)[4-=N(=5—-X)+ 1§
= (2= NN\ +)1-2)
| —

=(A—1)(A+2)
= —-(A+22%\-1)

Les valeurs propres de A sont donc —2 et 1.

-2 1
-1 =X
La matrice A n’a pas de valeur propre réelle mais admet deux valeurs propres complexes qui sont —i et 1.

b) SOitAeC.onaA—M:( >doncdet(A—)\I):)\2+1.

¢) On remarque de suite que A — I est de rang 1 donc 1 est valeur propre. On verra par la suite comment exploiter
cela sans aucun calcul.

2—A 1 1
Soit A dans C. On a Ayl = 1 2—A 1 . En remplacant la premiere colonne par la somme de toutes
1 1 2— A
les colonnes il vient :
4— )\ 1 1 1 1 1
det(A—A)=|4—-X 2—2A 1 =M4-=-XN|1 2-X 1
4—A 1 2—A 1 1 2—A

Un développement par rapport a la premiere colonne donne alors :
2—A 1 1 1 1 1
det(A— X)) = (4—)\)(‘ 1 2)\’—‘1 2/\‘4—‘2)\ 1‘)
(A=N(2-A)’—-1-2+X+1+1+1-2)
= A=\ =-22+1)=A-NA-1)

Conclusion. Les valeurs propres de A sont 1 et 4.
. 1-x -1 -
3. Soit \eC.Ona A— )\ = et ainsi :
1 1—A
det(A—A)=(1-A)?+1=1-N?-i?=(1—i—-N(1+i—2N\)

Conclusion. Les valeurs propres complexes de A sont 1 —i et 1 + 1.

Exercice 14
On raisonne par analyse/synthése.

Analyse. Supposons que E' = Im f + ker f. Soit  dans E. On peut alors écrire x =y + z avec y € F et z € G. Ainsi :

f(z) = f(y) + f(2) = p(y).



Comme y € Im f, il existe 2’ dans E tel que y = f(z). Il vient alors :

fla) = fly) = f(f(a") = f(2') = f(a'),

y=f(z)
w { — o f(@)

Synthése. Soit x dans E. On définit y et z par (#). On a alors :

puisque f2 = f. Il en résulte que :

r=y+z
y=f(z)€Imf
f(z) = f(x) = f(z) = f(z) - f(x) =0 donc z € ker f

Il en résulte que E =Im f + ker f et méme F = Im f @ ker f, puisque d’apres (#), la décomposition est unique.

Exercice 15
1. L’ensemble {¢ € IN | N7 = 0} est une partie non vide de IN : elle admet un plus petit élément. Il existe donc un
plus petit entier p tel que NP = 0.
p—1
2. Posons B = Z N* (notons que p ne peut étre égal & 0, puisque N = I...). On a alors :
k=0

p—1

AB=(I-N)Y Nt=I-N’=1I
k=0
Ainsi A est inversible d’inverse B.
p—1
3. D’apres la question précédente, on a : (I — A71) = ZNk. Ainsi, en posant M = I — A~', on aura MP? = 0
k=1

puisqu’en développant, tous les termes contiendront une matrice de la forme N? avec g > p entier, qui est nulle.

. __t
Exercice 16 rT=—3
1. e Utilisons nos connaissances de terminale. F' est une droite vectorielle de paramétrisation < y = % . Ainsi F
z=1t

est un sous-espace vectorielle de IR? de dimension 1 et une base de F est donnée par un vecteur directeur de cette
droite, par exemple €1 = (—2,2,1).

e (G est le noyau de la forme linéaire g : (z,y,2) — x —y + 2. Ainsi G est un sous-espace vectoriel de IR? de
dimension 2. Puis les vecteurs e3 = (1,1,0) et e3 = (1,0, —1) sont dans G et ne sont pas colinéaires : (e2,€3) est
une base de G.

eOnalF CcGdonc FNG=Fet FUG =G.

2. Soit f 'endomorphisme de IR*® dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
M=|1 0 -1
0 -1 -2

Déterminer le noyau et I'image de f.

Notons C, Cs et C les colonnes de M. Comme C et C5 ne sont pas proportionnelles, rgM > 2. Puis C1 —2C3+4-C5 =
0, donc rg(M) < 2. Le théoréme du rang affirme alors que ker f est de dimension 1.

Puisque C7 — 2C5 + C5 = 0, en notant (e, e2, e3) la base canonique de IR3, on a fler —2ea + e3) = 0. Il en résulte
que ker f = vect(1,—-2,1).

Puis Im f = vect(f(e1), f(ez2), f(e3)) = vect(f(e1), f(e2)) puisque f(e3) est combinaison linéaire de f(e1) = ez et
f(e2) = e3. Ainsi, comme Im f est de dimension 2, une base de Im f est (g2,¢3), donc Im f = F.



Exercice 17
1. e Montrons que la famille B est libre. Soient «v, 1, g et ag des réels tels que :

apfo+ a1 fi +asfo+asfs =0g.

Comme exp > 0, il vient pour tout = réel : ag + @12 + asz? + azx® = OR.
3
Il en résulte que le polynéme Z a; X est nul donc tous ses coefficients sont nuls. Ainsi ag = a3 = s = a3 = ORy.
i=0

Conclusion. | B est une famille libre de F' ‘

e La famille B est libre dans F' et engendre F', par définition de F' : c¢’est donc une base de F. Comme cette famille

est de cardinal 4, on a .

2. Par linéarité de la dérivation, D est linéaire.

On a:

e Ona f)=—foet fi = fo, donc D(fo) = —2fo.
o fi=—fi+ fo. fi'=—fi+fo=fi— fo— fo. Ainsi D(f1) = =2f1 + 3fo.
o fo=2f1— faet fi =2f] — f3 = =2f1 +2fo — 2f1 + fo. Ainsi D(f2) = —2f2 +6f1 — 3 fo.
o fs=3fr— faet f{ =3f; — f3=6f1 —3fa —3f2+ f3 donc D(f3) = —2f3 +9f2 — 6f1.
Ainsi les images par D des éléments de B sont encore dans F'. Il en résulte que D est un endomorphisme de F' et

sa matrice dans la base B est :
-2 3 -2 0

0 -2 6 —6
M= o 0 -2 9
0o 0 0 =2

3. La matrice M est inversible : 0 n’est pas valeur propre de M.

Exercice 18
1. L’application % est bien bilinéaire, symétrique et positive (& montrer).

Soit P € E tel que (P, P) = 0 alors / P? = 0. Comme t — P2(t) est une application continue et positive, on

peut dire que pour tout ¢ € [0,1] on a P?(¢) = 0 donc P(t) = 0. Ainsi le polynéme P admet une infinité de racines
ce qui permet de dire que P = 0.

Conclusion. ¥ est bien une forme bilinéaire définie positive : c’est un produit scalaire sur F.
2. L’application 9 est bien bilinéaire, symétrique et positive (& montrer).

Comme ci-dessus, si f € F vérifie ¢(f, f) = 0 alors f est nulle sur [0, 1] mais rien ne permet d’affirmer qu’elle est
nulle sur IR. Mieux il existe (facile) des fonctions continues non nulles sur IR mais nulles sur l'intervalle [0, 1].

Conclusion. 1 n’est pas un produit scalaire sur F'.

FIN DE LA CORRECTION




