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Preuve du théoreme de Leibniz.

e THEOREME DE DERIVABILITE DES INTEGRALES A PARAMETRE. Soient I et X deux intervalles de IR,
f: X xI— C. On suppose :

(H1) Pour tout x € X la fonction t — f(z,t) est intégrable sur I (en particulier C° — PM ).

(H2) Pour tout t € I la fonction x — f(x,t) est de classe C* sur X.

0
(H3) La fonction t — a—f(x,t) est CO — PM sur I, pour tout v € X .
x

(H4) Il existe une fonction ¢ : I — IR intégrable sur I telle que :
(Ve e X)(Vte ) (‘gi(x,t)‘ < go(t)) .

La fonction g : x — /f(a:,t) dt est alors de classe C' sur X avec :
I

of
"(z) = [ z=(z,t)dt.
g@)= [ G
Démonstration. Soit ¢ € X. On montre que f est dérivable en a. Pour cela on regarde le quotient, pour
x # a dans X :
— t) — t
Ad) = g9(x) — g(a) :/f(z, )~ flat) 4
T—a I T—a
| ——
=h(z,t)

— At fixé dans I, d’aprés 'hypotheése (H2), on a :
of
h(z,t) — 0t) = %(a,t).

— A z fixé dans X \ {a}, t — h(z,t) est continue par morceaux sur I d’apres (HI).

— La fonction ¢ est aussi continue par morceaux sur I d’aprés ’hypothese (H3)

— Avec I'hypothése (H4), pour tout ¢ dans I la dérivée de x — f(x,t) est bornée par p(t).
L’inégalité des accroissements finies permet donc d’écrire que pour tout = dans X \ {a} et
telona:

|h(z,t)| < (1),
ou ¢ : I — C est intégrable sur I.
Avec les quatre points ci-dessus on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a parametre continu
qui affirme que ¢ est une fonction intégrable sur I et que :

Alz) —s [ 0@t dt.

T—ra I

Ainsi g est dérivable en a avec :
of
"(a) = €tdt:/— t) dt.
g'(a) /1() Iax(aa)
Ceci étant vrai quelque soit le choix de a dans X, g est dérivable sur I de dérivée :
of
- —(x,t) dt.
g x> /1 o (x,t)

On peut alors appliquer le théoréeme de continuité des intégrales & parametres pour montrer que g’ est

continue sur 1.
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