PC, Lycée Joffre, 2026-2027

Fonctions d’une

variable réelle.
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1 Limites des fonctions d’une variable réelle

1.1 Définition de la limite

Définition 1 Soient I un intervalle de R, f: I — IR, a un réel qui appartient
al etleIR. On dit que f admet £ pour limite en a lorsque :

(Ve>0)Fa.>0)(Vzel)(|z —a| <ae = |f(zx) -4 < e).

Exercice 1 3
Soient I un intervalle de IR, f : I — IR et a est un réel qui appartient a I.

1. Démontrer que lorsque f admet une limite réelle £ en a alors cette limite
est unique. Cela permet d’utiliser la notation lim f(z).
r—a

2. Démontrer que lorsque f admet une limite réelle £ en a alors f est bornée
au voisinage de a.

1. Supposons, avec les notations de la définition, que f admette
en a deux limites ¢ et X. Soit € > 0. Il existe alors a1 > 0 et
ag > 0 tels que si x € I on ait :

Ainsi, dés que x dans I vérifie | — a| < min(ay, a2) on a :

=X =|l— + Al < [0 + — Al < 2.

[E=Al=1l=f(2) + f(z) = Al < 0= f(@)[+|f(z) = A < 2¢
T

On a donc, pour tout € > 0, [ — A] < e. Si £ # X en prenant
€= Al
E =

on obtient une contradiction.

2. On suppose que f admet une limite réelle £ en a. Il existe a > 0
tel quesiz € et |z —a| <aonaait: |f(z)—4 <1
Ainsidésquez € INja —a,a+a] on a:

[f (@) = |f(@) = £+ < |f(z) =L+ (] <1+ ]

Remarque 1.1
1. J’ai pris comme cadre une fonction définie sur un intervalle I de IR mais
on peut tout a fait prendre une partie A quelconque de IR. Dans ce cas,
on prend pour a un point adhérent a A. ..

2. Avec les notations de la définition 1, lorsque a ¢ I, on dit que f admet
pour limite +oo lorsque x tend vers a si :

(VAeR)Bas>0)(Vzel)(Jz—al| <aa= f(x) = A).

Il y a encore « unicité de la limite » d’ott la notation lim f(z) = +oo.
r—a



3. On peu donner bien str des définitions équivalentes pour les notations
lim f(z)=24¢, lir_ir} f(z) = 4o0o...(le faire!)
Tr—r+00

Tr——400

Théoréme 1 (Composition des limites)
Soient I et J deux intervalles de R, f: I — J etg:J — IR, a un élément de I

ou une borne de I, b un élément de J ou une borne de J, et £ € IR. On suppose
que f(x) — b et g(x) — L. Alors :
r—ra r—r

go flx) — L.

T—a

Remarque 1.2

On peut aussi composer des fonctions qui ne sont pas forcément définies sur
des intervalles, mais pour lesquelles les la composition est possible et les limites
existent.

Exercice 2
Démontrer le théoreme 1 dans le cas ou a, b et £ sont des réels.

Soit & > 0. Comme g(z) —Z £, il existe 7 > 0 tel que les relations
r—r

y € J et |y — b| < n impliquent :

lg(y) — ¢ < e.

Comme f(x) — b, il existe o > 0 tel que les relations = € I et
T—ra

|z — a| < a impliquent |f(x) — b < 7.

Ainsi, pour tout = dans I tel que |z — a|] < a, comme |f(x) — b <7,

il vient :

l9(f(z)) =] <e.

1.2 Limite a gauche et a droite

Définition 2 Soient I un intervalle de IR, a € I, non borne de I, £ € IR et
f: I — IR. On dit que f admet { pour limite a gauche en a lorsque la restric-
tion f |1n]—cc,a[ admet £ pour limite en a.

Remarque 1.3
1. On peut bien siur définir des notions de limite réelle a droite, de limite
infinie & droite et gauche. . .(le faire!).

2. Avec les notations de la définition précédente, la limite a droite en a,
lorsqu’elle existe, se note :

lim f(xz) ou lim f(x) ou f(a+0),
S =

(cette derniére notation pouvant préter a confusion...).

0 siz<O0
1 siz>0

alors f admet une limite a droite et & gauche en 0 qui sont respectivement
fla+0)=1et f(a—0)=0. Mais f n’admet pas en a de limite.

3. Pour bien comprendre, si f est définie sur IR par f(z) =

1.3 Limite épointée

Définition 3 Soient ¢ € IR, a € I intervalle de IR, f : I — IR. On dit que f
admet £ pour limite épointée en a lorsque la restriction f |1\ (qy admet £ pour
limite en a.

Remarque 1.4
1. On peut aussi parler de limite infinie épointée en a.

2. Comme pour les notions précédentes de limite, il y a unicité de la limite
épointée. La notation est la suivante :

lim f(z) ou limf
r—a® a®

Exercice 3
Trouver une fonction ¢g : IR — IR telle que g admette une limite a droite et a
gauche en 0, une limite épointée en 0, mais n’admette pas de limite en 0.

On prend la fonction f : IR — IR définie par : f(z) = { siz -

0 sinon

1.4 Monotonie et limites a droite et a gauche

Théoréme 2 o ~ -
Soient @ < b dans IR et f :]a,b[— IR. Si f est monotone sur)a,b[ alors f admet
une limite (qui peut étre infinie) en a et b.



Démonstration. Supposons que [ est croissante sur ]d,l;[. L’ensemble & =

{f(x) | z €]a, B[} est une partie non vide de IR. Ainsi on, peut considérer :

¢ =infé e RU{—o0}
L =sup& € RU{+o0}

On distingue deux cas.
— Cas 1. Supposons que L € IR. Soit € > 0. Par caractérisation de la borne
supérieure, il existe A € £ tel que L < A + ¢. Puis il existe a €la, b
tel que f(a) = A. Si x > a avec x €]a,b[ on aura, par croissance de f,
L < f(z) + € de sorte que :

[f(z) — LI <e.
Il en résulte que limf = L.
b

— Cas 2. On suppose que L = +oo. Soit A réel. Comme sup & = +oo0, il
existe a €]a,b[ tel que f(a) > A. Par croissance de f, si z > a avec
x €]a,b[, on aura f(x) > A, ce qui signifie exactement que limf = +oo.

b

Tout ce qui manque se traite de la méme maniere. O

Corollaire 2.1
Toute fonction monotone sur un intervalle ouvert admet une limite a droite
réelle et une limite a gauche réelle en tout point de cet intervalle.

Exercice 4
Démontrer ce corollaire.

On pose I =], b ot @ < b dans IR. On suppose que f : I — IR
est croissante. Soit a € I. La fonction g = f [j5,4] est croissante et
majorée par f(a). Selon le théoreme 2, elle admet donc en a une
limite réelle en a i.e. f admet une limite a gauche réelle en a. Le
reste se traite de la méme maniere.

Exercice 5
1. Démontrer que ’ensemble des points de discontinuité d’une fonction mo-
notone f : IR — IR est dénombrable.

2. Soit (rp)nen une énumération de Q. Pour z réel on pose :

1
flx) = on”
Tn<T
a) Justifier que la fonction f est bien définie sur IR et croissante.

b) Démontrer que tout nombre rationnel est un point de discontinuité de
la fonction f.

1. Soit f : IR — IR une fonction monotone. Soit A ’ensemble
des points de discontinuité de f. Pour a dans A, les intervalles
I, =]f(a—0), f(a+0)[ sont non vides et disjoints deux a deux.
On construit alors une injection f : A — Q en posant pour
a € A: f(a) =r, ou r, est un rationnel appartenant a 'inter-
valle I,,.
2. a) Comme la série 22_" converge, la fonction f est bien
définie.
Si x < y dans IR, il existe un rationnel dans 'intervalle
]z, y[ donc f est une fonction croissante sur IR.
b) Soit z¢ € Q. Il existe alors m € IN tel que zg = ry,.

1
Ainsi pour tout rationnel r > xg on a : f(zg)+ om < f(r).

Il en résulte immédiatement que f(zg) < f(29+0) : f n’est
pas continue en xg.

1.5 Caractérisation séquentielle de la limite

Théoréme 3
Soient I un intervalle de IR, a un élément de I ou une borne de I, f: I — IR.
Pour £ réel, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) imf = ¢.
(2) Pour toute suite (x,,) dans I telle que x., Toaona:
(o)
n) — £
fla)

Exercice 6
Démontrer le théoreme 3.

Le sens (1) C (2) releve de la composition des limites (adapter la
preuve du théoreme 1).



Supposons que pour toute suite (x,) dans I telle que z, +—> a on
oo
a: f(zn) +—> £.. Montrons que limf = £. On raisonne par ’absurde.
o0 a

Ainsi :
(Fe>0)(Va>0)Fze)(r—a <a et |f(z)—1f >¢).
Pour n € IN et a = 27", il existe donc x,, dans I tel que :
|z, —al <277 et |f(x,) — L] >«

On a ainsi construit une suite (z,,) dans I telle que z,, +—> a mais
o

la suite (f(z,)) ne converge pas vers £ : c’est absurde.

Remarque 1.5
1. Il y a bien sur des énoncés analogues en remplagant a par oo ou ¢ par
+o00.

2. Ce théoreme s’utilise souvent dans le sens (2) = (1), le sens (1) = (2)
n’étant qu’une version du théoréme de composition des limites.

2 Continuité

2.1 Généralités

Définition 4 Soient a € I un intervalle de IR et f : I — IR. On dit que f est
continue en a lorsque 3lim f(x) = f(a). La fonction f sera dite continue (sur
r—a

I) lorsque f est continue en tout point de I.

Théoréme 4
Si I est un intervalle de R et si f : I — IR est continue alors f(I) est un
intervalle de IR.

Remarque 2.1
1. Les intervalles de IR sont exactement les parties convexes de IR. Pour
montrer que I est un intervalle, on montre que pour tout (z,y) € I? et
Ae0,1] ona:
1-XNz+Xyel.

Notez que (1 — Az + Ay pour A dans [0,1] est une paramétrisation du
segment d’extrémités z et y.

Les intervalles de IR sont aussi exactement les parties connexes de IR.

2. Ce théoreme est est un cas particulier d’un énoncé plus général : [image
d’un connexe par une application continue est un conneze.

Corollaire 4.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soient a < b dans I intervalle de R, f: I — IR continue. Pour tout y entre (au
sens large) f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que y = f(z).

Démonstration. Puisque f est continue, f([a,b]) et un intervalle qui contient

f(a) et £(b). O

Exercice 7 1
Soit f :[0,1] — IR continue telle que 2 [ f(¢) dt = 1. Démontrer que f a un
0

point fixe dans ]0, 1].

Soit g la fonction définie sur [0,1] par g(z) = f(x) — z. Raisonnons
par absurde et supposons que g ne s’annule pas sur |0, 1[. Comme
elle est continue, par le théoreme des valeurs intermédiaires, on a
g > 0ou g < 0sur]0,1[. Dans le premier cas, il vient donc :

1 1 1
0 < / g= / f 5
0 0 2

ce qui est absurde. L’autre cas se traite de méme.

Théoréme 5 (Weierstrafl)

L’image d’un segment de IR par une application continue a valeurs réelles est
un segment. En particulier, si a < b dans IR et si f : [a,b] = IR est continue,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

Remarque 2.2
C’est un cas particulier d’un énoncé plus général : I’image d’un compact par une
application continue est un compact.

Exercice 8
Soit f: IR — IR une fonction continue qui admet une limite réelle £ en +oo.
Démontrer que f est bornée.

Comme f(z) w_)—+>oo ¢, il existe A € R tel que pour tout z > A on
ait :

[f(z) =€ < 1.
Ainsi, si z > A, il vient : |f(z)| < |f(z) — £ + €] < 1+ €.
Enfin f est continue sur le segment [0, A] : elle y est bornée par un
réel positif M.



2.2 Caractérisation séquentielle de la continuité

Théoréme 6
Soient a € I intervalle de R et f : I — IR. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) f est continue en a.
(2) Pour tout suite (xz,,) dans I telle que x, TRaona: flay) —

+oo
f(a).

Démonstration. C’est une simple traduction de la caractérisation séquentielle
de la limite. O

Remarque 2.3

Ce théoreme, qui se généralise a des applications entre espaces métriques, sert
souvent a démontrer que des applications sont ou ne sont pas continues en a.
Dans ce dernier, on exhibe une suite (z,) telle que ., ol mais f(x,) ne

converge pas vers f(a).

Exercice 9
Soit f : IRT™ — IR une fonction croissante.

1. Démontrer que f est continue en 0 si et seulement 3 lim f(2) = £(0).
n—+oo " T
2. Ce dernier résultat est-il toujours vrai si f n’est plus supposée croissante ?

e Si f est continue en 0, par composition des limites on a bien

7(2) = 1(0).

e On suppose f(1) o £(0). Soit € > 0. Il existe N € IN* tel que si
o0
n> N onait |f(1)— f(0)| <e.
—_——

=f(3)—£(0)
Si maintenant z est dans [0,1/N] on a alors, par croissance de f :
0< f(2) = £(0) < f(1/N) = f(0) <e.
On a donc bien f(x) - £(0).
z—
sin 27" siz >0

e On prend la fonction f définie par f(z) = {0 ) 0
six =

On a pour tout n € IN*, f(1/n) =0 = f(0) mais en posant pour
oo
2m
5 +2nm
peut étre continue en 0.

tout n € IN, z,, = ,ona f(x,)=1. Comme z, +—> 0, f ne
o0

Exercice 10
Soit f :]0,4o00[— IR une fonction croissante et g :]0,+oo[— IR définie par

g(z) = @
sur ]0, 400[.

. On suppose que g est décroissante. Démontrer que f est continue

Fixons ¢ > 0. Comme la fonction f est croissante, elle admet en x
une limite & droite f(xzg 4 0) et & gauche f(xg — 0) telles que :

f(zo —0) < f(zo) < f(20 +0).

Maisd g est décroissante : elle admet donc aussi en ¢y une limite a
droite et une limite a gauche avec :

g(zo +0) < g(wo) < g(xo —0)

_ f(zg+0) _ f(zg=0)
0o r0o

Il vient donc f(xg —0) = f(zo) = f(zo 4+ 0) : f est continue en xg.

Exercice 11
Trouver toutes les fonctions continue f : IR — IR telles que pour tout
(z,y) € IR? on ait :

fla+y)=fl2)+ f(y).

e Supposons que f soit dérivable. En fixant y réel, pour tout x réel
on a alors :f'(x +y) = f'(x) + 0.

On fixe alors x = 0, ce qui donne f'(y) = f/(0). Cette derniére
égalité étant valable pour tout y réel, f est a dérivée constante :
c’est une fonction affine. Comme f(0) = 0 (remplacer = et y par
0...), on peut conclure que f est linéaire.

o « Intégrer pour dériver ». On ne suppose plus f dérivable.

On a pour tout y et t réel :f(t +y) = f(t) + f(y).
Ainsi, a y fixé, il vient, pour tout x réel :

[ sasna= [ raars [



1
On prend z = 1 pour obtenir, pour tout y réel : f(y) = / flt+
0
1
y) dt — / () dte.
0

1 y+1
Mais, en remarquant que / ft+y)dt = / f(u)du = F(y +
0 y

y
1)=F(y),ou F:y+— / f(t)dt est de classe C*, on voit que f est

0
aussi de classe C! : on peut utiliser le premier point pour conclure.

3 Dérivabilité
3.1 Définition
Définition 5 Soient I un intervalle de IR et f: I — IR.
1. Lorsque a € I, on dit que f est dérivable en a s’il existe ¢ € TR tel que :
f@) - @,
T —a T—a
Ce nombre £ se note alors f'(a).

2. On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de I.
On peut alors définir une fonction ' : I — IR qui est la fonction dérivée
de f surI.

Théoréme 7
Soient a € I un intervalle de IR et f : I — IR. Si f est dérivable en a alors f
est continue en a.

Exercice 12
Démontrer le théoréme 7

Supposons que f soit dérivable en a. On peut alors écrire :

f(z) (a) + (z — a)f'(a) + oz — a).

S

Tr—a

Ainsi : f(z) — f(a).

r—a

3.2 Les théorémes de Rolle

Théoreme 8
Soient a € I intervalle de IR avec a non borne de I, f : I — IR dérivable sur
1. Si f admet en a un extremum local alors f'(a) = 0.

Remarque 3.1
1. Le fait que a soit non borne de I est essentiel : prendre comme contre-
exemple la fonction f définie sur [0,1] par f(z) =1—z et a = 0.

2. Il n’y a pas de réciproque a ce théoreme : prendre la fonction cube et
a=0.

3. En fait, seul la dérivabilité de f a l'intérieur de I importe comme va le
montrer la démonstration.

Démonstration. Supposons que f admette en ¢ un maximum local. Il existe
donc a > 0 tel que [a — a,a + o] C I et tel que f |[4—a,q+q] admette en a un
maximum. Si x €]a,a + o] alors f(z) < f(a) donc :

f(z) = f(a)
T—a

mjj’(a)

<0.

1l en résulte que f’(a) < 0. En considérant maintenant = dans [a — «, al, on
montre de la méme maniere que f'(a) > 0. O

Théoréme 9 (Rolle)
Soient a < b dans R et f : [a,b] — IR, dérivable, telle que f(a) = f(b). Il existe
alors ¢ €a, b| tel que f'(c) =0.

Démonstration. La fonction f est continue sur segment [a,b] : elle admet donc
son maximum M et un minimum m.
— Si M =m =0 alors f est constante sur [a,b] et f' = 0 sur [a, b].
— Sinon, on am < M et 'un des deux est atteint en un point ¢ dans |a, b|.
D’apres le théoreme 8 on a alors f'(c) = 0.
d

Remarque 3.2
L’énoncé de ce théoreme est encore valable, comme le montre la démonstration,
lorsque f est dérivable sur |a, b| et continue sur [a, b].



Exercice 13
Soient n > 2 entier et P € IR[X], de degré n, qui admet n racines réelles
distinctes. Démontrer que P’ admet n — 1 racines réelles distinctes.

Soient ai,...,a, les racines de P rangées dans l'ordre stricte-
ment croissant. Fixons ¢ dans {1,...,n —1}. La fonction polyno-
miale P est continue sur [a;,a;+1] et dérivable sur |a;, a;41[. De
plus P(a;) = P(a;4+1) : le théoreme de Rolle s’applique. Il existe
b; €)a;,a; 11| tel que P’'(b;) = 0. Comme :

b1<a2<b2<a3<~~<an_1<bn_1<an,

le polynome P’ admet n — 1 racines distinctes. O

Exercice 14
Soient « un réel, f dans Al(]0,+oc[,IR) ayant n > 2 zéros. On considere la
fonction g :  — af(x) + f'(x). Démontrer que g admet au moins n — 1 zéros.

On considére la fonction g :]0, +o00[— IR définie par g(z) = e** f(z).
Cette fonction est dérivable sur ]0,+oo[ et admet n zéros que
I’on classe par ordre croissant : a; < --- < a,. Fixons ¢ dans
{1,...,n—1}. Comme g(a;) = g(a;+1) = 0, selon le théoreme de
Rolle, il existe ¢; entre a; et a;11 tel que ¢'(¢;) = 0.

Mais, si x > 0, ¢'(z) = e (af(z) + f'(x)). O

Exercice 15
Soit f dans C3([0,2],IR) telle que f(0) = f(1) = f(2) =0.

1. Soit A réel et g : [0,2] — IR définie par : g(t) = f(t) — %t(t — 1)t —2)A.

Déterminer g(f) (t) pour t dans [0, 2].

2. En choisissant A de maniere subtile dans la question précédente, démontrer
que pour tout x dans [0, 2] il existe ¢, dans [0, 2] tel que :

$(@) = gole = (@ =21 c.)

1. On trouve 95\3) (t) = fO)(t) — X pour tout ¢ dans [0, 2].
2.8iz=0,z=10ouxz=2,il n’y a pas de souci.
Fixons alors x dans [0, 2] différent de 0, 1 et 2.
6/ (x)
1(x—2)

p e . On a alors gx(z) = 0.

On pose \ =

Ainsi la fonction gy admet 4 zéros distincts au moins.
Via Rolle, gf\?’) admet au moins un zéro. Il existe donc ¢, dans
[0, 2] tel que gg\s)(cx) =01ie fO(c,) = A O

Exercice 16
Soient a < b réels et f dans AZ%([a, b], R) telle que f (a) = f' (a) et f (b) = ' (b).
Montrer qu'il existe ¢ € Ja; b[ tel que f” (c) = f (¢).

On considere la fonction g : [a,b] — IR définie par g(z) = e (f(z) —
f'(z)). Cette fonction est dérivable sur [a, b] avec g(a) = g(b). Selon
le théoreme de Rolle il existe ¢ €]a, b] tel que ¢’'(¢) = 0. Mais on a,
pour tout = dans [a,b], ¢'(z) = e”(f(x) — f"(x))... O

Exercice 17
On considere la fonction f : IR — IR définie par :

1

2. = .

flz) = z + 10z smxswn;éO
Osiz=0

1. Tracer, avec les outils que vous souhaitez (logiciel lambda, imprimante...),
le graphe de f au voisinage de 0.

2. Démontrer que f est de classe C! sur IR* et préciser la dérivée de f sur
R*.

3. Démontrer que f est dérivable en 0 avec f/(0) > 0.

4. Démontrer que f n’est pas croissante au voisinage de 0 i.e. que pour tout
r >0, f n’est pas croissante sur l'intervalle [—r, r].

5. La fonction f’ est-elle continue en 07?

1. Le graphe de f au voisinage de 0 est donné par la figure 1.



5. Si f’ est continue en 0, comme f’(0) = 1, il existe alors un voi-
sinage de 0 sur lequel f’ > 0 : elle ne peut étre continue en 0.
On peut aussi utiliser la question précédente, qui montre que f
n’est pas continue séquentiellement en 0 puisque x, +—OO> 0 mais

fl@n) = =97 f(0).

3.3 Le théoréme des accroissements finies

Théoréme 10 (Accroissements finis ponctués)

Soient a < b dans R, f : [a,b] — IR une fonction continue qui est dérivable sur
la,b[. Il existe alors ¢ entre a et b tel que :

FIGURE 1 — Allure du graphe de f

2. La fonction f est C* sur |0, +o0[ et | — 00, 0] comme somme
de fonctions C'* sur ces intervalles. Si x est non nul on a :

1 1
() =1—10cos — + 20z sin —.
T x
3. Pour x >0ona:

fz) — £(0) x + 102% sin l

f(b) = f(a)
b

‘ droite de pente
: —a

FIGURE 2 — Illustration des accroissements finis

X

Mais pour tout z # 0 on a :

T

1
= L — 1+ 10z sin —
X

1 . 1
sin—| < 1donc limxsin— =0
x

x—0 xT

Remarque 3.3
1. Dans la pratique f est dérivable sur [a, b].

(produit d’une fonction bornée par une fonction tendant vers
0). Ainsi :
i L =IO o

x—0 x

1
4. Pour tout n dans IN* posons z,, = —. On a z,, — 0 et
2nmw +o0

I (x,) = —9, pour tout n € IN*.

Raisonnons alors par ’absurde et supposons que f soit stricte-
ment croissante sur un voisinage de 0. Il existe alors » > 0 tel
que sur [—r,r] la fonction f soit croissante et ainsi f'(z) > 0
pour tout x dans [—r,r]. Comme x, = 0, il existe N entier

tel que zn € [—r,r] et on a f'(zy) = —9 ce qui amene une
contradiction.

2. Ce théoreme dit qu’il existe un point de la courbe (au moins) ot la tan-

gente (dont lexistence est assurée par le caractére dérivable de f) est
parallele & la droite passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)).

3. Si de plus la dérivée de f est bornée par un réel M sur ]a,b[, on obtient

l’inégalité des accroissements finis :

|f(a) = f(b)l < M [b—al.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ : [a,b] — IR définie, pour z € [a,b],

par :

plz) == ———(z—a) = fz) + f(a).

Cette fonction est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie : p(a) = ¢(b).
Selon le théoréme de Rolle, il existe ¢ dans Ja, b[ tel que : ¢'(c) = 0.



f(b) — f(a)
b—a
des accroissements finis est prouvé. 0

Comme pour tout = dans Ja,b[ on a ¢'(x) = — f'(x), le théoréme

Exercice 18 (Théoréme de Darboux)
Soient I un intervalle de IR, f : I — IR dérivable.
1. Soient o < B dans f/(I), A € [a,f] ainsi que a et b dans I tels que
f'(a) = aet f(b) = B. On suppose que a < b. On considére les fonctions :

la,b] — R [a,b] — R
o= @@ | eu={ 0 s

x
T—a b—=x
Démontrer que 'on a : A € Im ¢ ou A € Im 9.
2. Démontrer que f’(I) est un intervalle.

e Premiére méthode. Soit o < 8 dans f/(I) et A € [a, B]. Il existe a
et b dans I tels que f/'(a) = a et f/(b) = 8. On suppose par exemple
que a < b et on considere les fonctions :

la,b) — R [a,b] — TR
o= [t | ev={_ _ j0-s@

T —
T —a b—x

La fonction ¢ est prolongeable par continuité en a en posant ¢(a) =
f'(a). De méme la fonction 1 est prolongeable par continuité en b
en posant (b) = f/(b).

Ainsi ¢([a, b]) et ¥([a, b]) sont des intervalles, avec un point un com-
mun qui est ¢(b) = (a) : leur union est un intervalle J. Comme J
contient « et B, il contient ainsi A. Il en résulte que A € Im ¢ ou
A€ Ima.

Si par exemple A € Im ¢ alors il existe x € [a, b] tel que p(z) = .
Mais le théoreme des accroissements finis ponctués assure ’existence
de c entre a et z tel que f'(¢) =p(z) =A: A €Im [ O

e Seconde méthode. « Le coup du triangle ». On considére :

T={(z,y) €I’ |z <y}.
fly) = f(z)
Y

Soit ¢ : T — IR définie par : ¢(x,y) = . Comme T est

T —
un connexe de IR? et comme ¢ est continue, ¢(T') est un connexe de
IR, donc un intervalle J de IR.

D’apres le théoreme des accroissements finis ponctués, on a J C
f'(I). Par définition de la dérivée, f'(I) C J. Comme J ne differe
éventuellement de J que par ses extrémités, f'(I) est un intervalle.

4 Les formules de Taylor

4.1 Les formules globales

4.1.1 La formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 11 (Taylor-Lagrange)
Soient a < b dans R, n entier, f dans C"([a,b],R) avec f A"T! sur]a,b. Il
existe alors ¢ dans ]a, b tel que :

n —a k —a n+1
Fb) = Z (b—a) F®(a) + (b(n +)1)! £ (g

Remarque 4.1
1. Pour a = 0, il s’agit de la formule de TAYLOR-MACLAURIN.

2. L’ordre de a et b n’a & posteriori pas d’importance.
3. Par exemple, pour n = 2 on a donc l'existence de c entre a et b tel que :

(b—a)?
2

(b—a)?®

3) (¢
9

fb) = fa) + (b= a)f'(a) +

f// (a) +

4. Bien comprendre que ¢ dépend de n de a et de b.

5. Inégalité de Taylor-Lagrange

Lorsque f™tY est bornée par M sur la,b] on a alors Uinégalité de
TAYLOR-LAGRANGE :

SO =) | e
N ar <PZa
70 -3 E5h @) < T
. . : . , ~(0—a) 4\ (b—a)
Démonstration. Soit A le réel tel que : f(b)— g Tf (a) = NCESE

k=0
On consideére la fonction auxiliaire ¢, définie sur [a, b], par :

(b — z)ntt
(n+1)!



Cette fonction est continue sur [a, b] et ¢(a) = ¢(b) = 0. De plus ¢ est dérivable

sur Ja, b, et si ¢ €]a,b[, on a :

(b—a)"

(-2, (b—2)"
n!

n! n!

de)= =L fe (4= 50 @)

Le théoreme de Rolle (théoreme 9) affirme alors 'existence de ¢ dans ]a, b[ tel
que ¢'(c) =0 ce qui prouve la formule. O

4.1.2 La formule de Taylor-Intégrale

Théoréme 12 (Taylor-Intégrale)

Soient a < b dans R et f dans C"T'([a,b],IR). On a alors :

" (a) + / Uil ;It)n FOD() di

Remarque 4.2
1. Cela généralise le résultat bien connu : f(b) / f(t

2. Pour n =1 cela donne : f(b) =

f(a) + F(a)(b - )+/(%—ﬁ()&

3. On utilise souvent la formule de Taylor-Intégrale en se ramenant par chan-
gement de variable affine & une fonction f définie sur [0, 1], ce qui donne
alordre 1 :

f(1) = f(0) + f(0) +/0 (1—t)f"(t) dt.

Démonstration. On considere la fonction auxiliaire v : [a,b] — IR définie par :

n

)t
vlw) = 1) - 30 L f0 )

k=0
La fonction ¢ est C!' sur [a,b]. Pour x dans [a,b] on a : o'(z) =
(b—2)" 1)
*Tf (z).
On écrit alors ¥ (b) — (a) = / ¢’ (x) dx ce qui donne immédiatement le résul-
tat. U
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Exercice 19

Démontrer que les fonctions polyndémes de degré < n sur un intervalle I non
réduit & un point sont exactement les fonctions f : I — IR de classe C™! telles
que ™! =0 sur cet intervalle.

Il y a une équivalence a montrer. Il est immédiat de voir que si f
est une fonction polynéme de degré < n sur I alors f**! =0 sur I.
Pour la réciproque, on prend une fonction f : I — IR de classe C"*+!
telles que f**! = 0 sur I et on écrit la formule de Taylor-Lagrange
entre x et a ou x et a sont dans I pour obtenir le résultat.

4.2 La formule locale

Théoréme 13 (Taylor-Young)
Soient a € I intervalle, n € IN*, f dans AT(I,IR). Il existe alors une fonction

e définie au voisinage de a telle que lime(xz) = 0 et, pour x proche de a,
Tr—a

&= 40(a) 4 o( - a)"

n
T—ra Z

k=0

Cette égalité s’appelle la formule de Taylor-Young a l'ordre n en a.

Démonstration. On fait une récurrence sur n >
suivante :

Des que I est un intervalle de R, a € I, f € AY(I,IR) il existe une fonction &
définie au voisinage de a telle que ilir(llf:‘(l‘) =0 et, pour x proche de a,

> 1 pour démontrer la propriété

n m—ak
@) =S T 100 4 (@ - a)re(a).

k=0

— Sin =1, c’est I'identité de la dérivée.

— On suppose que le résultat est valable pour un certain n > 1 entier.
Soient I est un intervalle de IR, a € I et f € A"T}(I,IR). La fonction
g = f" est dans A”(I,IR) : on peut lui appliquer ’hypotheése. Il existe
ainsi € : I — IR nulle et continue en a telle que :

i r—a k
o@) = 3 E 000 4 @ - ayreta)
k=0
- Y& il L f00)0) + (@ - a)e(w)
k=0



Pour z proche de a, on pose U(z Z (k)( ).
k=0

On a: U'(xz) = u(x) et U(a) = 0. Puis, soit 6 > 0. Comme ¢ est nulle
et continue en a, il existe v > 0 tel que |e(z)| < ¢ deés que | —a] < 7.

Ainsi :
U ()] < 6(x —a)”

Si, par exemple, on a a < x < a + 7, il vient en intégrant entre a et x :

sile—al <0

§(x —a)"t?
U(x)-U -
V@) ~U(@] < ==

5 _ n+1
Dans tous les cas on obtient : &
_ Ul
(x —a)rtl
assure que ( est continue en a. Ainsi la propriété est varie au rang n + 1.

V() - Ula)] < 2=

On pose alors ((z) = six # a et ((a) = 0. Ce qui précede

Autre preuve. Pour n > 0 on pose, pour z dans [ distinct de a :

=p(x)

Z f(’“)( )
=0
(x - '

R, (x) =

=1(x)

On veut démontrer que lim R, (x)

= 0 ce que 'on obtient par applications
r—a

- . : o (z)
successives de la regle de I’hopital, puisque : lim =0. O

r—a’ w(”) ( )

Remarque 4.3
1. Pour n = 1 on retrouve 'identité de la dérivée.

2. L’hypothese f dans A'(I,IR) signifie en fait : f dérivable au voisinage de
a, f' dérivable au voisinage de a,. .., f("~2) dérivable au voisinage de a et
f=1 dérivable en a.

3. Pour la preuve, on procede ici par récurrence.

4. Si on peut écrire la formule & 'ordre n de TAYLOR-YOUNG pour une
fonction f en a alors f admet, en a, un développement limité a 'ordre n
(avec réciproque uniquement lorsque n = 1). Ainsi :

11

Une fonction C'*° sur un intervalle 1
admet en tout point de I un développement limité a 'ordre n,
pour tout n > 1 entier.

5. Bien noter la différence sur les hypotheses pour les différentes formules de
Taylor.

Il y a deux groupes dans les formules de Taylor :

TL/TI — hypothese globale de dérivabilité : AnT1 Cn+l,
TY — hypothese ponctuelle de dérivabilité : Al.

11 est (en général) STUPIDE d’utiliser TY
avec une hypothese globale de dérivabilité.

Exercice 20
Soit f dans C?(IR,IR) avec f et f” bornées par My et Mj respectivement.
En utilisant une formule de Taylor adéquate entre = et z + 1 (z réel), montrer

1
que f’ est bornée par un réel M; avec : My < 2My + §M2.

Soit x réel. On écrit la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 entre
x et x + 1. Il existe ¢, entre x et = + 1 tel que :

Fle+1) = (&) + 7'(@) + 3 (e,
Ainsi il vient :
f'@) < [fle+)|+]|f(= )|+ f"(ca)
—— N 2
<My <Mo <M2

1
< 2M0+§M2

Ceci étant valable pour tout x réel, on peut conclure que f’ est

1
bornée par un réel M; avec : My < 2My + 5 My

Exercice 21

Soit f € C?(IR,IR). On suppose que f et f” admettent des limites réelles
en +oo que l'on note ¢y et ¢5. Le but de l'exercice est de montrer que
3 lim f'(z) =42 = 0.

r—r+00



1. En écrivant la formule de Taylor-Intégrale a 'ordre 1 entre = et x + 1,

2
t 31 "(z) = —=.
montrer que 3 _lim () 5

2. Démontrer que £5 = 0.

1. Soit « réel. On écrit la formule de Taylor-Lagrange a 1'ordre 1
entre x et x 4+ 1. Il existe ¢, entre x et x 4+ 1 tel que :

Fla+1) = f(@) + F'() + 5 (ex).
On adonc: f'(z) = f(z+1) — f(z) — %f”(cm).
Mais ¢, — —o0 donc, par composition des limites

T—>+00

1"
filea) 220

I1 vient donc :

1 1
f’(l‘) — €0—€0—§£2 = —*gg.

T—+00 2

2. Raisonnons par l'absurde et supposons que f5 # 0. Quitte a
changer f et —f, on peut supposer que {5 > 0.
Il existe alors A € IR tel que pour tout ¢t > A on ait :

y 14
() — el < 5

, valable pour tout ¢t > A.
Ly
2

Uy
et ainsi f”(t) > = 5

Pour tout x > A on a donc / ff)ydt > =(z— A) ie.
A

BN ra) — oo

5 r—+o0

fl(z) >

ce qui contredit la question précédente.

Exercice 22 n (—1)*

PournE]Nonpose:Sn:Z
k=0

déterminer limite de la suite (S,).

E+1

. A l'aide d’une formule de Taylor,

12

Soit n € IN. En écrivant par exemple la formule de Taylor-Lagrange
entre 0 et 1 pour f : 2 — In(14 z) on obtient lexistence de ¢, entre
0 et 1 tel que :

"~ fO0)  fH(e,)
11‘2:;:0 R i T

Une petite récurrence donne sans difficulté pour k € IN* et © > —1:

(—=1)FL(k —1)!

pour k € IN* et z > —1. Cela amene : f*)(0) = (=1)F*(k — 1)L
O (en)
(n+ 1!

Enfin f("*1) est bornée par n! sur [0,1] d’ou
n—-+o0o

Exercice 23
Soit f dans A*(IR,IR}) avec f” majorée par M > 0 réel. Démontrer que

pour tout (z,y) € IR? on a :

(VI <5

2
0 < flz) +yf'(z) + %M et en déduire que

Soient (z,y) € IR?. On écrit la formule de Taylor-Lagrange entre
et x +y : il existe ¢, , entre x et x + y tel que :

2
fa+y) = @) +yf (@) + L F " er).

Comme f est a valeurs strictement positives, il vient :

O<f(x)+yf’(x)+y;M.

Le trindme en y ci-dessus a donc un discriminant strictement néga-
tif :

[P@) M

Af(x) 2

f?(z) —2M f(z) < 0, donc

ce qui donne le résultat.



Exercice 24 (Théoréme de division dans C*° (IR, IR))
Soit f dans C*(IR,IR) telle que f(0) = 0.

R* — R

() admet un prolongement

x  — &

Démontrer que la fonction g = (
x

1
C*> & TR avec pour tout n entier : g™ (0) = ?f(""’l)(O).
n

e Un cas particulier. Supposons un instant que f est une fonction
entiere (i.e. la somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini). On dispose alors d’une suite (a,,) dans IR telle que pour tout
x réel on ait :

Fm(0)

n!

—+o0
flx) = Z apx™ avec pour tout n € IN : a,, =
n=0
Comme f(0) = 0, il vient ag = 0 de sorte que pour tout x réel on a :

+oo
fl@)=2 Z anz™t.
n=1
=g(z)
Comme g est une fonction entiere, elle est C*° sur IR et :
f(n+1)(0)

() (0) = =
" (0) = ant1n nt 1

Hélas, il existe des fonctions C'*° sur IR qui ne sont pas développable
en série entiere au voisinage de 0.

o Premiére méthode. Pour tout 2 non nul on a :
x 1
f@) = / Ft)dt = x/ F(wu) du.
0 t=xu 0

1
Pour tout « non nul, on a donc g(x) = / f/(zu) du. Pour z = 0
0

1
on pose ¢g(0) = f'(0), de sorte que g(z) = / J'(zu) du pour tout
0

réel.
On utilise alors de fagon répété le théoreme de dérivation des inté-
grales & parametres (vérifier les hypotheses!) :

13

— La fonction g est dérivable sur IR avec, pour tout z
réel :

g/(x) _ /1 ufll(xu) du et ainsi g/(o) _ f//(O).
0

2

— La fonction ¢’ est dérivable sur IR avec, pour tout x
réel :

F#(0)
3

1
g"(z) = / u?f® (zu) du et ainsi ¢”(0) =
0
— etc...

e Seconde méthode.

La fonction g est de classe C*° sur IR* comme quotient de telles
fonctions. Pour tout = non nul on a f(z) = xg(x) et pour n > 1
entier il vient :

f) (@) = 29" (2) + ng™ D (2).

Puis si z est non nul, n € IN, I’égalité de Taylor-Lagrange entre z et
0 fournit ¢, ,, entre 0 et z tel que :

xn-{-l

CESTEANCE

0= £(0) = f@) = f @)+ (=" 2 f0 ) (- 1)+

Ainsi :

xn+1
7!f(n+l)(cn,m)

0= 2 (29 (@) + ko0 @) + () s

0

1 n 1 .
Wreste g (@) = -/ () — —g SO (0).

Un emploi itéré du théoreme de prolongement de la dérivée permet
de conclure.

Exercice 25

Il s’agit d’un énoncé plus général de celui de ’exercice 20.

Soient f : IR — IR de classe C™ (n > 2 entier) telle que f et f(™ soient bor-
nées sur IR. Démontrer que pour tout k& dans {1,...,n — 1} la fonction ) est
bornée sur IR.



Soit x réel. Pour ¢ € {0,...,n — 1} on pose a; = i+ 1. On écrit alors
la formule de Taylor-Lagrange pour f & l'ordre n—1 entre x et x+a;
(loisible car f est de classe C™). Il existe ¢; entre x et x+a; tel que :

ol (k) () (.
flay =3 Ty L2
i [ !

Cela se traduit matriciellement par Y = AX + B ou :

0 1 n—1
a a “ e a
f(Cbo) 8 (1) %—1
al al “ e al
Y = E b A - . . . b
flan) 0 n 1
" Ap—1 Qp_q ap_1

14

(0) T n
f 0!( ) %f(n)(c())
X = : et B= :

(n—1) . n_ n
SC=vs Tt f™ (1)

Comme les a; sont distincts, la matrice A est inversible, donc
X = A=Y — B) et ainsi, pour tout k dans {1,...,n—1}, f)
s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions bornées.
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