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Ch 02 - Espaces vectoriels normés, premiers pas
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1.2 Premiers exemples

e Sur K™ on a les normes usuelles suivantes (v = (z1,...,2,) € K") :
n n
loly =D lal, Toly = | D loal®s ol = max |zal.
1 ’ 2 ’ e’} 1<k<n
k=1 k=1

Si K = IR, la norme | |, est la norme euclidienne associée au produit sca-
laire canonique de IR" (dans le cas de K = C, elle provient du produit scalaire
hermitien canonique).

Exercice 1
Démontrer que : | |, <71 | <V | <nf s

Soit v = (z1,...,2,) € R™

n

eOna |y = |zl <nlvl%.

k=1
n
o loloe < lzil = ol
k=1
o ol = (u,w) <uly Jwly o w = (1], ... fzn]) et u = (1,....1),

donc :

[oly, < vnfols -

Exercice 2 (Inégalités de Holder et Minkowsky)
Soient ay,...,an,b1,...,b, des réels positifs, p et ¢ des réels > 1 tels que

11
S+ =1
P q

1 1
1. Soient x et y réels positifs. Démontrer que zy < —xP + —y?.
p q

n n
2. On pose A = Zaf et B = be, sommes que l'on suppose non nulles.
i=1 i=1

Pour tout 7 € {1,...,n} on pose encore :
a; bl
Ty = —3 et y;, = T
AT’ Bq

Utiliser la premieére question pour en déduire 'inégalité de HOLDER :

iazbl < <iaf) ' <i1 bg) ' .

n

1/p
3. Pouwr v = (z1,...,2,) € K" on pose : |v], = (Z |xk|p> . Démontrer

k=1
que | |, est une norme sur K" (I'inégalité triangulaire s’appelle I'inégalité

de MINKOWSKY).

1. Siz ouy est nul c’est évident. Sinon on pose u = Inz et v =1Iny.
Par convexité de exp il vient :

1 1 1 1
exp(u + v) = exp (pu + qv) < —eP¥ + —e?
b q p q
. 1 1
et ainsi zy < —zf + —29.
p

1
2. La premiére question affirme que : x;y; < —2f + —y].
p q
Par somme on a donc :
n n n n
inyi<2(le+ly§) = lzzrerlny:lJrl =1
=1 i=1 p q p i=1 q i=1 p q
d’ou le résultat.
3. Il n’y a pas de probleme pour montrer la séparation et ’homo-
généité. Pour I'inégalité triangulaire, on prend v = (1, ..., zy)
et w=(y1,...,yn) dans K™. On a alors :

n n
> e+l > ok + vkl ok + el
k=1

k=1

NEMERITN

n n

S el lee + el D vl o+ wP
k=1 k=1

N

On a applique alors l'inégalité de HOLDER avec p et ¢ = Ll
p—
(qui vérifient bien  + ¢ = 1) aux deux termes du second

membre pour obtenir :

n n 1/p n 1/17 n
S o+l < (zw) . (zwm) (zm +yk|p)
=1 k=1 k=1 k=1

n
ce qui donne le résultat, en séparant les cas Z lzk +yklf =0

k=1
ou non.

1/q



e Sur P’espace E = M,,(IR), on a les exemples de normes (A € E) :

1AL =) T 1(Aigls 1Al =

i=1 j=1

SN NA)P 1Al = max [(A)l].

== (i.)€{ 1,0 m}

Il est important de noter que la | |, provient du produit scalaire : (A, B)
tr(ATB).

Noter aussi que les normes utiles sur E sont celles pour lesquelles on a
|AB| < |A] | B| pour tout (A, B) € E? (on parle de norme d’algebre).

Exercice 3
Démontrer que n | |, et | |, sont des normes d’algebre sur M,,(IR).

e Soient A et B dans M,,(IR). Pour tout (i,7) € {1,...,n}* on a:

n

> (A)ik(B)r,

k=1

[(AB)i ;| =

< ; [(A)i k| (B 4]

Aloe  <IBloo
Ainsi [AB| <n|A| . |B|, doun| |, est une norme d’algebre.

e Soient A et B dans M,,(IR). Pour tout (i,7) € {1,...,n}* on a:

[ABl; = >

N
3

VA
=
=

/~
-
=

E
a
.

~_—
[ )

I
7/~
NE
=
=
]

~—
<~

e Sur 'espace E des fonctions continues de [a,b] dans IR on a les exemples de
normes (f € E) :

b b
171, = / e 1l = / P 1l = max |£(2).

z€la,b]

La norme | ||, est la norme euclidienne associée au produit scalaire

(f,9) H/abfg-

e Lorsque X est un ensemble non vide et E = B(X,IR) est 'espace vectoriel
des applications bornées de X dans IR, I'application :

| oo : f > sup [f(z)]
rzeX

est une norme sur F.

1.3 Boules et Spheres

Définition 2 Soient (E, | |) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0.

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :
By(a,r)={z € E| |z —a| <r}.
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :
Bi(a,r) ={x € E ||z —a| <r}.
3. La sphére de centre a et de rayon r est :
S(a,r)={z€E||z—a|=r}.
Remarque 1.2
Les boules d’un espace vectoriel normé « se ressemblent toutes » :
By(a,r) =a+rBs(0,1).

Exercice 4
1. Dessiner la boules unité fermée sur IR? pour les trois normes usuelles.

2. Tracer l'allure de la « médiatrice » du segment [AB] ot A = (—1,0) et
B = (1,0) dans (R?, ] |.)-



1. Pour v = (z,y) dans IR? on a v, < 1 & |z| + |y| < 1. Ainsi
By = {veR?| |v|, < 1} est symétrique par rapport & I'axe
x =0 et axe y = 0. On se contente de regarder By N (IR™)2.
On a alors pour v = (x,y) dans IR? :

veBINRNV ez+y<1

ce qui permet de dessiner By (voir figure 1)

FIGURE 1 — Boules unités fermées de IR? pour | |, et | |

2. La « médiatrice » demandée est en rouge sur la figure 2.

FIGURE 2 — « médiatrice » dans (IR, | | )

1.4 Parties convexes d’un espace vectoriel

Définition 3 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une partie A de E est
convexe lorsque pour tout (m,p) € A? le segment d’extrémité m et p est encore
dans A, ce qui se traduit par :

(VA € [0,1]) (1 — A)ym + \p) € A.

Remarque 1.3
1. Cette notion ne dépend pas de la norme mais de la structure vectorielle.

2. Pour tout a € Eet Aréelon a: (1 —Na+ da=a.

Théoreme 1
Soit (E,| |) un espace vectoriel normé.

1. Les boules de E sont convexes.
2. Une intersection de parties converes de E est encore convexe.

Exercice 5
Démontrer le théoréeme 1.

1. Soient a € E et r > 0. Solent x et y dans B(a,r) ainsi que
A €[0,1]. On a alors :

(1 =Nz + Ay —al

(1 =)z —a)+ Ay — a)|
< A=Az —a|+A]y—ad
< I=XNr+ir=r

2. Soit (A;);er une famille de convexes de E.
Soient z et y dans ﬂ A; ainsi que X € [0,1].
icl
Pour touti € Tonaxz € A; et y € A;, donc (1 —XN)z+ My € A;,
puisque A; est convexe. Ainsi :

(I=XNz+ Xy e ﬂAi.
iel

1.5 Parties bornées d’un espace vectoriel normé, applications
bornées

Définition 4 Soit A C E ot (E,| |) est un espace vectoriel normé. On dit que
A est bornée dans (E,| |) lorsque A est inclus dans une boule de (E,| |).

Remarque 1.4
1. Noter que la notion de partie bornée dépend du choix de la norme.

2. Lorsque (E,| |) est un espace vectoriel normé, A C E est borné dans
(E,| |) lorsqu’il existe R > 0 tel que pour tout v € A on ait : |v| < R.



Exercice 6
Soient (E,| |) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Le
diametre de A est :
diam(4) = sup |z —y].
(z.y)eA?

Démontrer que A est borné si et seulement si son diameétre est fini.

e Notons que diam(A) est bien défini puisque I'ensemble
{d(a,b) | (a,b) € A%} est une partie non vide de IR donc

sup d(z,y) existe dans R
(z,y)eA?

e Si A est une partie bornée de E, il existe g € E et r > 0 tels que
A C B(xzg,r). Ainsi, pour tout a et b dans A il vient
d(a,b) < d(a,xo) + d(xg,b) < 2r,

et ainsi diam(A4) < 2r.

e Supposons que diam(A) soit fini. Fixons ag € A. Pour tout a € A
on a:

d(a, ap) < diam(A),
donc A est borné dans E.

Définition 5 Soient X un ensemble quelconque, (E,| |) un espace vectoriel
normé et f : X — E. On dit que f est bornée lorsque Im f est bornée dans

(&1 -

1.6 Suites dans les espaces vectoriels normés et extractions

Définition 6 Soient (E,| |) un espace vectoriel normé, (u,) une suite dans E
et { € E. On dit que la suite (u,) converge vers £ lorsque ||u, — ¢| 2 0 e :
o0

(Ve > 0)(3AN e N)(Vn = N)(|u, — £] <€)

Remarque 1.5
La notion de convergence de suites dépend de la norme (ce ne sera pas le cas
pour les espace vectoriels normés de dimension finie).

Théoréme 2
Soient (E,| |) un espace vectoriel normé

1. Il y a unicité de la limite pour une suite convergente.

2. Une suite convergente dans (E, | |) est bornée.

Démonstration.

1. Supposons qu'une (u,) dans (E,| |) converge vers £ et A dans E.
Soit € > 0. Il existe alors Ny et Ny dans IN tels que :

Si n > max(Ny, N3) il vient :
16 =X < €= up 4 up = A| < [€ = un| + Jun — A < 2¢.
Ainsi, pour tout € > 0 on a d(¢,\) < 2c et o 0 donne d(¢,\) = 0.

2. Supposons qu'une (u,,) dans (E, | |) converge vers . Il existe donc N € IN
tel que pour tout n > N on ait d(u,,£) < 1.
Puis posons R = max{|up—¢|,...,|un —¥¢|,1}. On a alors w, €
By (¢, R) pour tout n € IN : la suite (u,) est bornée.

O

Définition 7 Une extraction est une application ¢ : IN — IN strictement crois-
sante.

Remarque 1.6
Soit ¢ est une extraction. On a alors : ¢(n) > n pour tout n € IN.

En effet, si ¢(n) > n pour un certain n € IN alors :
pen+1)>en) =n
donc (comme n € IN) il vient p(n + 1) > n+ 1. Comme (0) > 0,

on peut conclure par récurrence.

Définition 8 Soit (u,) une suite dans un espace vectoriel normé. Une suite ex-
traite de (u,) est une suite de la forme (uy(n)) 0U @ est une extraction.



Théoreme 3
Soit une suite (u,) convergente vers ¢ dans un espace vectoriel normé (E, | |).
Alors toute suite extraite de (u,) converge aussi vers .

Exercice 7
Démontrer le théoreme 3.

Soit ¢ un e extraction.

Soit € > 0. Comme la suite (u,) converge vers ¢, il existe N € IN tel
que pour tout n > N on ait : d(u,,?) < e.

Ainsi, pour tout n > N, comme p(n) > n, il vient : d(ugy(n),£) < €.

Remarque 1.7

Soient (uy) et (vn) deux suites dans un espace vectoriel normé (E,| |) qui
convergent respectivement vers u € E et v € E. Alors, pour tout a et 5 dans K,
la suite (qu, + Bu,) converge vers au + Sv.

Exercice 8
On pose E = IR[X]. Soit P € E. Trouver une norme sur F telle que;

X" — P.

n—-+oo

X" sin < deg P
Pour n € IN on pose Q,, = b% " 8 .
X" — P sinon

La famille (Qn)nen est une base de IR[X].

Ainsi, pour tout R € IR[X] il existe une suite presque nulle (r,;)nenN
+oo 1
telle que R = Z rnQr et on pose : |R| = —max|ry|.

2™ neN
o ne

On a alors une norme sur IR[X] et il vient pour tout n € IN :

1
n_ = = —
X" P = [Qul = 5 0.
1.7 Normes équivalentes
Définition 9 Soient | | et N des normes sur un espace vectoriel E. On dit que
la norme | || est équivalente a la norme N lorsqu’il existe a > 0 et B > 0 tels
que :
aN < | | < BN,

i.e. pour tout v dans E : aN(v) < |v| < BN (v).

Remarque 1.8
1. Lorsque | | et N sont deux normes équivalentes sur E alors elles ont les
méme bornés et les méme suites convergentes.

2. Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on peut penser
a chercher une suite dans E qui converge pour une des normes et qui ne
converge pas pour l'autre norme.

Exercice 9 1
Sur E = CY([0,1],IR) montrer que les normes | |, : f |—>/ Iflet || :fr
0

max |f(t)] ne sont pas équivalentes.
z€[0,1]

Pour tout n € IN on considere f,, : z — z™. On a alors pour tout
1
n€N:lfuly = =7 et Il =1

Cela interdit I'existence d’'une constante 8 > 0 telle que | | <

Bl -

Théoréme 4
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

2 Continuité des fonctions entre espaces vectoriels
normeés

2.1 Continuité en un point

Définition 10 Soient (E, | | ) et (F,| | z) deuz espaces vectoriels normés, a € A
une partie de B, f : A — F .

1. On dit que f est continue en a lorsque

(ve > 0)(Fa > 0)(va € A)(|z —al p < o = |£(2) ~ f(@)] < o).

2. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A. On
note CO(A, F) I’ensemble des applications continues de A dans F.



Remarque 2.1
1. Avec les notations de la défintion, si f est continue a alors f est bornée
au voisinage de a : il existe r > 0 tel que f soit bornée sur AN B(a,r).

2. La notion de continuité en un point est locale : par exemple, avec les no-
tations de la définition, f est continue en a si et seulement s’il existe r > 0
tel que la restriction de f & V = AN B(a,r) soit continue en a.

3. La norme d’un espace vectoriel normé est continue, les applications coor-
données de IR sont continues sur IR" (muni de | |, pour I'instant).

Théoréme 5 (Caractérisation séquentielle de la continuité)
Sotent (E,| |) et (F,| |p) deux espaces vectoriels normés, a € A une partie de
E, f: A— F. Les proprié¢tés suivantes sont équivalentes.

(1)  f est continue en a.

(#1)  Pour toute suite (x,) dans A telle que xy, Taona fzn) v f(a).

Démonstration.
e On suppose que f est continue en a.
Soit € > 0. Il existe donc a > 0 tel que pour tout = € E tel que |z —a|p < «

on ait | f(z) - f(a)l <.

Soit (x,) dans A telle que z, +—OO> a. 1l existe donc N € IN tel que pour tout
n > N on ait :

lzn —alp <o
Ainsi, si n > N il vient : | f(zy,) — f(a)|
e On suppose que pour toute suite (z,) dans A telle que z, +—Oo> a on a

flan) — fla).

Raisonnons par I’absurde et supposons que 1’on n’a pas f(z) — f(a).
Tr—a

NN

E.

Il existe donc € > 0 tel que :
(Va > 0)(Fza € E)(Jza —al <o et [f(za) = fla)|p > 0).

Pour n € IN et o = 277, il existe donc z,, € E tel que |z, —alp < 27" et

1f(zn) — f(@)]p > L.

On a ainsi construit une suite (z,,) dans E telle que x,, e mais qui ne vérifie
o0
pas f(zn) = f(a) : c’est absurde.
(oo}
O

2.2 Applications lipschitziennes

Définition 11 Soient (E, | | ) et (F,| | ) deux espaces vectoriels normés, A une
partie non vide de E, f: A — F et k € RT. On dit que f est k-lipschitzienne
si pour tout (z,y) € A% on a :

1f (@) = FWlp < kle—-ylg-

Théoréme 6
Toute fonction lipschitzienne entre espace vectoriel normé est continue

Exercice 10
Démontrer le théoréeme 6.

2.3 Opérations classiques sur les fonctions continues.

Théoréme 7
Soient (E,| |) un espace vectoriel normé, (F,| | ) un espace vectoriel normés.

1. Toute combinaison linéaires de fonctions continues sur A est
continue sur A : C°(A, F) est un sous-espaces vectoriel de FA.

2. Le produit de deux fonctions continues sur A a valeurs dans K
est encore une fonction continue sur A.

3. Sous réserve d’existence, le quotient de deux fonctions conti-
nues sur A a valeurs dans K est une fonction continue sur A.

4. Composition. Si f est continue, si B est une partie de F
contenant f(A) si g: B — G est continue ot G est un espace
vectoriel normé, alors go [ est continue.

Remarque 2.2
En particulier les fonctions polynomiales et les quotients de fonctions polyno-
miales sur IR" (lorsque. . .) sont continues.



3 Applications linéaires continues entre espaces vec-
toriels normés

3.1 Le théoréeme fondamental
Théoreme 8
Soient E et F' des espaces vectoriels normés avec E # {0} et f € L(E,F). Les
propriétés sutvantes sont équivalentes.
(1) f est continue.
(2) f est lipschitzienne.
(3) BM > 0)(vz € E)(|f(2)|p < M || )-

Exercice 11
Démontrer le théoreme 8.

Exercice 12
On pose E = IR[X]. Pour P € E, il existe une suite (a,,) presque nulle telle que
P = ZanX" et on pose |P| = sup |ay,|.
n>0 nelN
Démontrer que D : P — P’ n’est pas continue.

Supposons que D soit continue. Il existe donc M € IR™ telle que
pour tout P € IR[X] on ait :

D) < [P]-

Ainsi, pour tout n € IN*, en prenant P = X", il vient ||nX"*1|| <
M | X™| i.e. n < M, ce qui est stupide.

Exercice 13
Avec les notations du théoreme 8, démontrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(7) f n’est pas continue.
(éi) Il existe une suite (x,) dans E telle que pour tout
ne€lNona |f(z,)|p=1etz, +—>0.
oo

(#47) Il existe une suite (y,,) dans la sphere unité de E telle
que £ ()l — +ox.

(#9) = (7). Si (i7) est vraie, f n’est pas continue en 0 (caractérisation
séquentielle de la continuité).

(i) = (i44) On suppose que f n’est pas continue. Selon le point 8 du
théoreme 8, en prenant la négation :

(VM = 0)(3z € E)([f(2)|p > M |z] ).

En particulier, pour tout n € IN, il existe x, dans E tel que
1f @)l > nleal s (et ainsi 2, £0).

Tn

———. Il vient, pour tout n € IN :
lznl g

[yalp =1 et [f(ya)lp >n — +o0

On pose pour tout n € IN : y,, =

(#i1) = (4i) On suppose qu'il existe une suite (y,) dans la sphere
unité de E telle que | f(yn)| +—> +00. On pose, pour tout n € IN,
o0

An = | f(yn)|F et, quitte & extraire, on peut supposer que A,, > 0.
1
On pose encore, si n € IN*, z,, = In g sorte que |z, =~— —0
An A, +oo
et |f(zn)|p =1. U

3.2 Normes d’opérateurs (compléments hors programme)

Définition 12 Soient E et F' des espaces vectoriels normés avec E # {0} et
fe€L(EF). Pour f € L.(E,F), espace des applications linéaires continues de
FE dans F', on note :

I£ll = sup [f(@)]p-
z€SE

Remarque 3.1

Noter que si f € L.(E,F), f € L.(E,F), selon le point 8 du théoréme 8, il
existe M € IR™ tel que pour tout x € E on ait | f(2)] < M |z .

Ainsi, pour tout z € Sgp = {ze€F||z|p=1}, |f(x)] < M, donc
{|f(@)|p | © € Sg} est une partie non vide et majorée de IR, ce qui assure
que || f]| est correctement définie dans IR.

Exercice 14
Soit a > 0. Démontrer que :

11 =sup { S o 1 g0 f = sup {1 2 B0 (01

l2] & (4>

ot B(0, ) désigne la boule fermée de centre O et de rayon .



I/ ()] -

2] &

e D’apres la remarque 3.1, sup { |z e E\ {O}} existe bien
dans R™.

Soit € E'\ {0}. Alors z/ x| est dans Sg donc on a :
|G/ el ) < A1
(PACITS

I/ ()] -

et ainsi

< [I£] done Sup{ |z e B\ {0}} NUE

e Comme S C E\{0}, sup @)l < sup { I7@)le |z e E\ {0}},

=l
ce qui démontre donc 1’égalité :

If @) e

11 =su { se B\ (0}}.

e On a B(0,a)\ {0} c E\ {0} donc :

sup (L)L | 30,00\ (0} ] <oup {LHLE s e oy | = 11,

l2] & l#]

o Si maintenant (z,) est une suite dans Sg telle que |f(z,)| s
oo

I£1l, 1a suite (axy)new est dans B(0,a) \ {0} et

|f(ewn)

o], — W@ 2 Il

done - sup{'f @l | 5 ¢ B(o,a)\ {0}} — 11

Remarque 3.2
Avec les notations ci-dessus, pour f € L.(E, F') on a, d’aprés 'exercice 14, pour
tout z € E :

1@ e < Iz
De plus || f|| est le plus petit réel M tel que pour tout z € E : | f(z)|p < M |z -

Théoréme 9
Avec les notation de la définition 12, si de plus G est un espace vectoriel normé

et si g € L(F,G) alorsgo f € L.(E,G) et :
llgo £l < gl IfIl-

Exercice 15
Démontrer le théoréme 9

Soit z € E. Ona : [go f(@)lg < lgh If@)] < gl If1 2] 5
lgo7@le yonps.

Ainsi pour tout x non nul dans F :
Izl g

Il en résulte que g o fl| < [lgll I /]l -

Exercice 16
On considere E = C°([0,1],IR) et pour f dans E on pose :

0,1] — R
Fr = * .
! x — / f
0
. rF — FE
Soit ¢ = ( ¢ — F )
1. On munit E de la norme | | . Démontrer que ¢ est continue et trouver
lell-
2. On munit E de la norme | |;. Démontrer que ¢ est continue et et trouver
lell-

1. e On peut vérifier sans peine que @ est linéaire, et le théoreme
fondamental assure que pour tout f dans E, ¢(f) est de classe
C", donc dans E.

e Pour tout f € E et tout x € [0,1] on a :
[
0 0

Ainsi |o(f)]o < [f]o ce qui assure la continuité de ¢ et dé-
montre que [¢f < 1.

e Avec fo a1 on ao(fo) = fo done [e(fo)l.e = Ifolo. et
ainsi ol = L.

lp(f)(@)] =

~

Il <z|fle < 1flw-

I/ lloo

{

N



2. e Pour tout f dans F on a :

[ = [

le ()l

/Ol‘ f) dt‘ dz

< /(/ f()Idt> da
<Iflly
< I/,

Ainsi ¢ est bien continue de (E,| |;) dans lui méme et on a
el < 1.

e On a beaucoup de mal a trouver une fonction f dans E telle

que [@(/)ly = 11,
On cherche alors une suite (f,,) de fonctions dans E telle que :

pour tout n € IN

”.fn“l = 1
”50(.]‘-71,)"1 +—oo> 1

Apres quelques tests je prends la fonction f, donnée par la
figure 3.

Y= fal2)
0 1/n : : 1 T

FIGURE 3 - La fonction f, dans la sphere unité de (E, | |,)
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On a pour tout n € IN :

/01 ([ war) as
/Ol/n (/Ox fal(?) dt) d:v—&-/l;n (/OT 80 dt) dz

le(fa)ly

—_—

<lfnllp=1

1
Ol)+1-=-—1
n +oo

Exercice 17
On considére E = C™ et une matrice A € M,,(C) est considérée comme un
endomorphisme de F.

1. Dans le cas out E est muni de | |,

démontrer que A € L (E) et détermi-

ner [|Al.

2. Dans le cas ot E est muni de | |, démontrer que A € L.(E) et déterminer

Al

Notons qu’il est tout de méme maladroit, d’un point de vue pédago-
gique, de considérer une matrice comme un endomorphisme de E :
c’est plutét un endomorphisme de M,, 1(C). ..

1.

e Soit x = (z1,...,2,) € E. On a pour tout i € {1,...,n}:
n

|(Az);| = Z )iiTj Z| )il |5EJ‘ Z| )il | Izl

Jj=1 Jj=1 Jj=1

lt’\l ¢l 0o

3

Ainsi |Az|, < | max 1(A)il | | 12l
1<ign —
J:

indépendant de x

, 3 <
Il en résulte que A est continu avec ||Af| < 1I£iagxn Z [(A

n
Noter que Z |(A);,;| est la somme des modules des coefficients
Jj=1

de la ligne i de la matrice A.



e On considére un indice ig € {1, ...

Z; ()il = moax | D 1(A)isl
j:

Pour tout j dans {1,...,n} on écrit (A);,; = pju; ol p; =
[(A)i,,;] et u; est un complexe de module 1. On considere alors
le vecteur © = (ug,...,u,) € C" et il vient :

|(Az)iy| = > 1(4) mlujuy ZI Jio. il
j=1

:1

donc |Az| Z [(A);,,5] ce qui permet de conclure que :

Al = max ZI )il

i=1 i=1 |j=1
n n n n

< DO Al =l Y 1(A)iy]
1=15=1 Jj=1 =1

n
En notant M = 121;%1 (Z |(A)”|>, qui est indépendant de

X, il vient donc :
|Az], < M |z, .

Ainsi A est bien continu et |JA|| < M = = max (Z [(A J|>

e On cherche (trouve!) maintenant un vecteur = de C™ tel que
|Az|, = M |z|, ce qui permet de conclure que [|Af = M.
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4 Espaces vectoriels normés de dimension finie

4.1 Suites convergentes dans un espace vectoriel de dimension
finie

Théoréeme 10

Soit = (e1,...,ep) une base d’un espace vectoriel normé (E, | ||) de dimension

finie et (un) une suite dans E. Pour tout n € IN on écrit u, = Zxk(n)ek

n
Pour ¢ = Z lrer € E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
k=1
(1) La suite (uy) converge vers £ dans (E,| |).
(2) Pour tout k € {1,...
K.

, 0}, la suite (z(n)) converge vers £y, dans

P n
Démonstration. On pose, pour z = Zxkek dans E : Ni(x) = Z |xg|. Les
k=1 k=1
normes N; et | | sont équivalentes, ce qui donne de suite le résultat souhaité. O

4.2 Continuité en dimension finie

Soient (E, | |z) un espace vectoriel normé, (F, | |z) un espace vectoriel normé
de dimension finie, A C E, f: A — F. Lorsque 3 = (e1, ..., ep) est une base de
F, pour tout x dans F on peut écrire :

ou f;(z) est la i-itme coordonnées de f(x) dans (. Cela définit des applications
fi + B — K appelés les composantes de f dans [, et on écrit :

f= o fp)

Théoréeme 11

Soient (E,| |z) un espace vectoriel normé, (F,| | ) un espace vectoriel normé
de dimension finie, a € ACE, f: A— F. Soient 5 = (e1,...,ep) une base de
F « dans laquelle on écrit » on écrit f = (f1,..., fp). Les propriétés suivantes
sont équivalentes.



(1) f est continue en a.
(2) Pour tout k € {1,...

, 0}, la fonction fi est continue en a.
P
Démonstration. On pose, pour x = kaek dans E : Ni(x

Z|xk| Les
k=1

normes N; et | | sont équivalentes, ce qui donne de suite les resultats souhaltes.
U

4.3 Continuité des applications linéaires, multilinéaires et poly-
nomiales

Théoréme 12

Soient (E,| |z) un espace vectoriel normé de dimension finie, (F,| |) un

espace vectoriel normé, f € L(E,F). Alors [ est continue.

Démonstration. Soit 8 = (ey,...,e,) une base de E. Pour x dans E écrit
n n

T = Z/\iei dans la base /3, on pose : Ny (z) = Z [Aql -

i=1 i=1
On a ainsi définie une norme sur E. On a alors, pour tout x € FE, écrit
n

xr = E /\2‘61‘ :
i=1

n

@)l = <INl
Pe 2 Ml

F

12

ou M = max |f(e;)]p.

1<i<n

e < MZIAI

donc continue de (E, Nl) dans (F,| | z)-
Enfin | | est équivalente & Ny : il existe donc B > 0 tel que N1 < B| | donc
f est également lipschitzienne (donc continue) de (E,| | ) dans (F,| |) O

Ainsi |f(z M N (x) : Papplication f est M-lipschitzienne

Définition 13 Soient E1,...,E, des espaces vectoriels. Une application f :
Ey x ... x E, est dite p-linéaire lorsque pour tout i € {1,...,p} et tout
(x1,...,2p) € En, ..., E, Uapplication :

firx— flxy,...,

est linéaire de E; dans F'.

Tim1, T, Tig1,- - -, Tp)

Théoréeme 13
On reprend les mémes notations que dans la définition 13. Lorsque les E; sont
tous de dimension finie, les application p-linéaires sont continues.

Remarque 4.1
Le produit matriciel (A, B) — AB est continue.

Exercice 18

Justifier la phrase suivante : « localement le rang ne peut qu’augmenter ».
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