PC, Lycée JOFFRE, 2026-2027

Composition n° 2, une correction

Exercice 1

Partie I - Résultats généraux sur les matrices stochastiques et illustrations

1. a) Soit A € M,(IR).

p
J=1

p
On a alors AV = e Mpi(IR). Ainsi : AV =V & (Vie {1,...,p}) Zam =1
j=1

p
E :am
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Conclusion. Pour tout A € M,(IR): Ae ST, = {V(Z’J) €{Loph (g 20

AV =V.
b) Soit A € ST . Selon la question précédente, AV = V. Comme V # 0, on peut conclure que 1 est
valeur propre de A.

c) Soit (A,) une suite dans ST, qui converge vers A dans M,y (C).

— Comme les coefficients des matrices A,, sont positifs, par passage a la limite les coeffi-
cients de A sont des réels positifs.

— Pour tout n € IN on a A,V = V. Mais I’application M +— MV est continue de M, (C)
dans M,,(C) (comme application linéaire en dimension finie). Ainsi A,V — AV.

n—+oo
Par unicité de la limite, il vient AU = U.
Selon la question la, on peut dire que A € ST, et alors ST, est fermé dans M, (C).

2. Soient A et B dans ST . On a alors (AB)V = A(BV) = AV = V. Comme les coefficients de A et B
sont positifs, ceux de la matrice AB le sont aussi. Selon la question la, la matrice AB est dans S7,.

Conclusion. ‘ VA,Be ST,, ABcST, ‘

3. a) e Comme A; est triangulaire inférieure, ses valeurs propres sont évidence sur sa diagonales : elles
sont égales & 1/3,1:2 et 1.

e Comme A; est une matrice de taille 3 avec trois valeurs propres distinctes, la dimensions des
sous-espaces propres associés est 1.

b) e Pour A réel on a, (déterminant par blocs) :

det(\] —4s) = (A=1)((A=1/2*=1/4) = (A —1)(\> = ))
= AA-1)?

Les valeurs propres de As sont donc 0 et 1.

e La matrice As est de rang 2 donc la dimension de I'espace propre associé a 0 est 1. Comme les
deux dernieres colonnes de Ay sont égales, on a donc :

ker Ay = vect 1



0 0 0
e Puis la matrice Ao — I = |0 —1/2 1/2 | est de rang 1 : le sous-espace propre associé a la
0 1/2 -1/2
valeur propre 1 est donc de dimension 2. Comme la premiere colonne de As — I est nulle et que
ses deux dernieres colonnes sont opposées, il vient :

1 0
ker(As — I) = vect 0],(1
0 1

c) L’affirmation « Pour tout élément A de ST 3, le sous-espace propre pour A associé a la valeur propre
1 est de dimension 1 » est grossierement fausse : prendre la matrice identité comme contre-exemple.

4. a) Comme X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, on a AX = AX. Ainsi, pour
tout k€ {1,...,n} ona:

n

Z g jTj = AT.

Jj=1
P
En particulier, lorsque k& = i, il vient E a; jrj = A\x;, donc :
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Conclusion. ‘On a | Az < |y

b) Supposons que |x;| = 0. On a alors (par définition de l'indice ¢), pour tout k € {1,...,p}, |zx| <O0;
donc z; = 0. Ainsi X = 0, ce qui est stupide, puisque X est un vecteur propre.

Ainsi |z;| # 0. Mais d’apres la question précédente, on a : |A||z;| < |x;], dou ||\ < 1|

Partie II - Suites de moyennes de puissances de matrices stochastiques

5. a) Supposons que pour un certain n € IN on ait A” € ST,. Comme A € ST, on peut alors dire, selon
la question 2 de la partie I, que la matrice A"*! = A" A est stochastique. Comme A° = I € ST,
on peut conclure par récurrence que pour tout n € IN on a : A" € ST,

n—1

Z Ak, Pour tout k € {0,...,n — 1}, la matrice A* est stochastique

1

b) Pour n € IN*, posons C,, = —
n

selon la question précédente donc ses coefficients sont positifs. Les coeflicients de C,, sont donc positifs.

Puis on a :
ln—l 1n—1k 1n—1
V== A|lv==-N"Av==-Nv=v.

n—1
1
Conclusion. | Vn € IN*, — g Ak e STy
n
k=0

6. Soit = € IR tel que |z| < 1. Distinguons trois cas.
+oo

e Si |z| < 1, la série géométrique E x" converge de somme g " = T2 11 en résulte
n=0 n=0 x

que

1 n—1

k
— ¢ — 0
n n—-+oo
k=0



-1
1n
e Si z =1, alors pour tout n € IN* ona:—Zxkzl — 1.
" =0 "

—+o00
n—1 1 n—1 1
o * k - k sl
e Si x = —1 alors, pour tout n € IN ,onaZx € {0,1}, donc : - Zx < - n_>—+>000
k=0 k=0
-1 .
15 1 siz=1
Conclusion. | — Z @ — ]
niz n=too |0 six # 1.
7. ¢« On a D =diag(1,...,1,\,..., Ap—p). Ainsi, pour tout £k € IN, on a :
DF = diag(1,...,1,\F ... AF ).
1 n—1 1 n—1
Il vient alors, pour tout n € IN*, M,, = diag (1, o1 - ;0)\]1“, ST kZ{))\fL_r)
Mais sii € {1,...,n —r}, \; est une valeur propre de la matrice stochastique A, distincte de 1, donc
|Ai| < 1 selon la question 4b. Selon la question précédente, pour tout 7 € {1,...,n— 7} on a :

1 n—1
- E k
n = A s 0
Il en résulte que M, — A.
“+o00
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oo

Commentaire. On ne précise pas la norme choisie sur M, (IR) puisqu’elle sont « équivalentes » (di-
mension finie).

8. a) || Important || Soit n € IN*. On a :

1 n—1 1 n—1 1 n—1 . 1 n—1
-1 k -1 kEp—1 -1 k
B, = PM,P :P<n;ﬂD>}) :ngﬂPD}D :ngﬂunn)) :ngﬂA

On peut alors conclure grace a la question 5b.

Conclusion. |Vn € IN*, B, € ST, |

b) On a vu (question 1c) que ST, est un fermé de M,(C). Ainsi B € ST,

Exercice 2

Partie I - Applications linéaires

1. Fait en cours.

1
2. Soit f € E. On a : | f], :/ |f(t)] dt < |f]. et ainsi M = 1 convient.
0 S~~~
<Uflso

3. Pour n € IN on considere 1’élément de E défini par f,(t) = t".
1
n+1

alors ou aura pour tout n € IN : 1 <

Pour tout n € Nona | f|, =

et | fnl,, = 1. S’il existe une constante 8 > 0 telle que | |, < B |

— 0, ce qui est profondément stupide.
n+1 +c

Conclusion. Les normes | |, et | |, ne sont pas équivalentes.



4. Soit f € E. On a : .
®(f)| < / £ dt < |
0

D’apres la caractérisation des applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés, ¢ est
continue.

5. (a) Pour tout n € IN on a :

Vvn
- YT 0
Ifall = L —0,

et ainsi f, m 0.

Mais pour tout n € IN on a également :
Y(fn) = Vn — +oo.
+oo

Cela met en défaut la caractérisation séquentielle de la continuité en 0 : 1) n’est pas continue.

(b) Pour tout f dans E on a :
WA =1 Ol < [l »
donc W est continue de (E,| |,) dans (IR,] |).

Partie II - Densité de GL,(IR)

1
6. On considére, pour p € IN, la matrice M,, = 2—pIn qui est un élément de GL,(IR).
Comme M, - 0 ¢ GL,(IR), on peut conclure que I'’ensemble GL,,(IR) n’est pas fermé dans M, (IR)
p——+00

7. o La matrice M admet un nombre fini de valeurs propres : il existe donc N € IN tel que pour tout
1
p}Nonait:Mp:M—z—pIEGLn(]R).

e Comme M, T M, on peut dire que toute matrice de M,,(IR) et limite d’une suite de matrices
p—+00

dans GL,(IR) : I'ensemble GL,(IR) est dense dans M, (IR).

8. Application
a) Soit A réel. On a :

det(A\I — AB) = det(AAIA™" — ABAA™") = det (A(\] — BA)A™)
= det(A)det(\] — BA)det(A™") = det(A) det(\] — BA)(det A)~*
= det(\M — BA)

b) On suppose maintenant que A n’est plus inversible. Par densité de GL,(IR) dans M,,(IR), il existe
une suite (A,) de matrices inversibles telle que :

A, — A
p—+00

Par continuité des applications M — M B et M — BM (car linéaires en dimension finie), on a :

A,B — AB

p—+0o0
BA, — BA
p——+00
Ainsi, pour A € IR fixé, il vient (en regardant ce qui se passe coefficient par coefficient) :

M—-A,B — N —-AB
p——+00

A —BA, — M —BA
p—+00

4



Le déterminant étant une application continue :

det(\ — A,B) — det(A — AB)

p——+00

det(A\ — BA,) — det(A — BA)

p——+00

Mais d’apres la question précédente, pour tout p € IN on a det(A — A,B) = det(A — BA,). Par
unicité de la limite il vient alors : det(A\] — AB) = det(A] — BA).

Exercice 3

Partie I - Résultats généraux et exemple

1. a) e Soient M et N dans E ainsi que A réel. Tout d’abord ad4(M) € M, (IR). Puis on a :

adg(M +AN) = [A,M + AN]

A(M + AN) — (M + AN)A
AM — MA + A(AN — NA)
= ada(M)+ Aada(N)

Ainsi ’ ad 4 est un endomorphisme de E ‘

e Puis on a ad4([,) = 0. Ainsi ker ad4 est non réduit a 0. L’endomorphisme ad 4 n’est pas injectif.

b) Soit M € ada. Il existe alors N € E tel que M = ada(N) = AN — N A et ainsi, par linéarité de la
trace :
tr(M) = tr(AN) —tr(NA) = 0.

Conclusion. Im ad4 C ker tr.
2. Prenons M € kertr Nvect(I). On a alors tr(M) = 0 et il existe A réel tel que M = AI. Il vient donc :
0=tr(M)=nA\

ce qui assure que A\ = 0 et donc M = 0. On a alors kertr N vect(I) = {0} et donc la somme
ker tr 4 vect(]) est directe.

Puis le théoreme du rang appliqué & la forme linéaire tr donne dimkertr = n? — 1 et on a alors :
dimker tr 4+ dimvect(I) = n* =1+ 1 =n? = dimE
ce qui assure que E = ker tr & vect(I).

3. a) Des petits calculs (& mettre sur la copie) montrent que ad4 (V1) = —Va + V3, ada(V2) = —V; + V4,
adA(‘/?)) = Vl - ‘/3 et adA(‘/zl) = V2 — ‘/3 La matrice T de 17end0m0rphisme adA dans la base
(V1, Va, V3, Vy) est donc

0 -1 1 0
-1 0 0 1
= 1 0 0 -1
0o 1 -1 0

b) On trouve (sans souci) que T° = 4T.

¢) Question importante qui sera un résultat de cours
Supposons que A soit valeur propre de T'. 1l existe alors C' € M,,(n,1(C) vecteur colonne non nul
tel que TC = AC. On a alors T2C = \? et T3C = \3C.
Comme T3 —4T = 0, il vient T3C —4TC = 0 d’out (A* —4))C = 0. Comme C est une colonne non
nulle, on obtient A3 — 4\ = 0. Ainsi A est bien racine du polynéme X3 — 4X.



d) On trouve TX; = 2X; et T Xy = —2X)

e) @ On a vu que les valeurs propres de T sont racines de X2 —4X donc :

Spec(T) C {-2,0,2}

x —y+z=0
— t=20 — =0
e Powr X = [ Y| dans My(R)ona:TXx =0 *7 oY
z z—t=0 —r+t=0
3 y—2=0
Ainsi 0 est valeur propre de T et le sous-espace propre associé, ker T, est de dimension 2. De plus
1 0
0 1
X3 = 0 et Xy = 1 forment une base de ker T'.
1 0

e La question précédente affirme que —2 et 2 sont aussi valeurs propres, et puisque kert est de
dimension 2, les sous-espaces propres associés a —1 et 2 sont des droites vectorielles :

ker(T — 2I) = vect(X1) et ker(T + 2I) = vect(X3).

Partie 2 - Etude d’un sous-espace propre de ad4 associé a une valeur propre non nulle

4. Pour k =0 et kK = 1, c’est évident. Supposons que adA(Mk) = kpMP* pour un certain k € IN. On a
alors :
AMM = (AMP)M = (ada(M*) + M*A) M
= (kpM® — M*AYM = kpM* — MFAM = kpM* — M* (—ady (M) — M A)

=—uM—-MA

= (k4 DpMEH 4 ML A

Ainsi ad 4 (M*+1) = (k + 1)uM*+L,
Par récurrence, on peut donc affirmer que, pour tout k¥ € IN on a : ad (M k) = kuMF*.

5. On raisonne par ’absurde et on suppose que pour tout ¢ > 1 on a M? # 0. D’apreés la question
précédente, g est alors une valeur propre de ad4, et ce pour tout ¢ > 1 entier. Ainsi ad4, qui est
un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, admet une infinité de valeurs propres
(puisque p est non nul) : c’est profondément stupide!

Conclusion. ‘Il existe un entier ¢ > 1 tel que M? =0 ‘

6. « Comme MP~1 £ 0, il existe X € M, 1(IR) tel que MP~1X # 0. Montrons alors que la famille
(X, MX,...,MP~1X) est libre dans M,, 1 (IR).
Soient ay, ..., ap—1 des réels tels que :

X + oy MX 4o,  MPIX =0 (&)

En multipliant & gauche par MP~1 on obtient : ag MP~1X = 0, donc ag = 0.
—_——
£0
On multiple alors & gauche dans (#) par MP~2 pour obtenir a1 MP~'X =0 d’ot oy = 0.
En itérant ce raisonnement, il vient ag = ... = a,—1 = 0 : la famille (X, M X, ... ,Mple) est libre.

e Comme dim M,, 1(IR) = n, on obtient p < n.



Partie 3 - Matrices de trace nulle

7. a)

8. a)

e Soit (eq,...,€ep) une base de E. Pour tout k dans {1,...,p}, il existe A\; € k tel que :

fer) = Arex.

Soit maintenant k dans {2,...,p}. Il existe u € k tel que f(e1 + ex) = u(er + ex).
Comme f(e1 + ex) = f(e1) + f(ex) = Me1 + Ageg, il vient :

(M1 —per + (A — p) = 0.

Par liberté de (e1,eg), on obtient = Ay = A;. Une application linéaire étant entierement déter-
minée sur les éléments d’une base, f est ’homothétie de rapport A;.

e [’hypothese de dimension finie n’est pas indispensable. On suppose E de dimension quelconque.
Pour tout = dans F on dispose de A, dans k tel que f(z) = A,z et il s’agit de montrer que la
fonction x — A, est constante sur E. Fixons z non nul dans E. Pour y dans F, on a :

f(x+y) :)\xx‘i‘)‘yy et f(x+y) :)‘x+y($+y)'

Comme a la question précédente, si (z,y) est libre, il vient A\, = A;.
Si maintenant (x,y) est une famille liée, alors il existe o dans k tel que :

Yy = Q.

Il vient alors f(y) = af(z) = alzz et f(y) = A\yy = alzz. Comme z est non nul, on obtient :
aly = a)y. Si maintenant o = 0 alors y = 0 et on a bien f(y) = A;y. Sinon « est non nul et il
vient Ay = A.

Conclusion. La fonction = +— A, est bien constante sur E et f est une homothétie.

Soit x dans E'\ 0. Par densité de D, il existe alors une suite (z,) dans E telle que ﬁ z. Quitte
o0
a tronquer la suite (z,,), on peut supposer que |x,| = € > 0 pour tout n € IN. Puis, pour chaque n
dans IN, il existe A, € k tel que f(z,) = A\ z,. Par continuité de f (qui est une application linéaire
en dimension finie), on a f(x;,) . f(x) donc A\px, = f(x). Mais la suite (|x,|) est minorée, et
o [o.¢]
la suite (\,z,) est bornée (puisque convergente). Ainsi la suite () est bornée dans K =1R ou C :

elle admet une sous-suite convergente (Bolzano-Weierstrass). Il existe ainsi 8 extraction telle que
Agn) — A € IR. On a alors Ag(,)®g(,) —> Az. Par unicité de la limite, il vient :
+00 too

f(z) = Az.
Ainsi (x, f(x)) est 1ié pour tout x dans E : f est une homothétie d’apres la question 7a.
Soit f 'endomorphisme de K" canoniquement associé a M.

e On suppose que f est une homothétie de rapport A\. Comme tr(M) = n, il vient A = 0 de sorte
que f=0et M =0 : tout est évident.

e Si maintenant f n’est pas une homothétie, selon la question 7a), il existe € € k" tel que (g, f(¢))
est libre. On complete cette famille libre en une base v de k™ et la matrice de f dans cette base

est de la forme :
0 * *

1
N = 0 ?

0

Comme M et N représentent le méme endomorphisme, elles sont semblables.




9.

10.

11.

b) On suppose que toute matrice M de M,,_i(k) de trace nulle est semblable & une matrice dont
tous les termes diagonaux sont nuls. Soit M € M, (k) de trace nulle. Selon la question précédente,
M est semblable a une matrice de la forme :

0] ¢

N = c R ’

ou R € My_1(k), ¢ est une ligne de taille n — 1 et ¢ une colonne de taille n — 1. Comme M et
de trace nulle, N aussi, puisque M et N sont semblables. Ainsi tr(R) = 0. Il existe donc @) dans
GL, 1(k) tel que S = QRQ~! ol S est une matrice dans M,,_1(Ik) dont tous les termes diagonaux

sont nuls.
1] % *
0
0
On pose P = 0 qui est inversible d’apres la question précédente, d’inverse :
0
1] *
0
0
P! =
= 0!
0
On a alors :

1 (0 @t (0 Q7!
Pr = (0. gng) = (e %)

qui est une matrice de trace nulle.

Enfin, pour n = 1, toute matrice de M,,(k) de trace nulle est nulle donc semblable & une matrice
a diagonale nulle. On peut alors conclure par récurrence.

Lorsque D = diag(A1,...,A,) et M € E, on trouve sans peine que :

0 (A1 =X2)mig -+ o0 (AL =AMy,
()\2 — )\1)TTL2’1 0
[D’ M] = .
()\n - Al)mn,l tee 0
Soit maintenant M une matrice a terme diagonaux nuls, M = [m; j]. On considere Ay, ..., A, distincts
dans IR et, pour tout (i,j5) € {1,..., n}2, ON POSE : Ny j = )\mw)\ , ce qui définit une matrice N de E
(Y]

telle que M = [D, N].

Conclusion. Toute matrice M de E a termes diagonaux nuls est un crochet.

Si A, B sont dans E et si P € GL,(k), on a alors (petit calcul) :
P[A,B|P~! = [PAP!,PBP!].

Conclusion. Toute matrice semblable & un crochet est un crochet.

e Un crochet est bien de trace nulle par propriété de la trace ...

e Une matrice de trace nulle est semblable & une matrice & diagonale nulle (question 8b), donc
semblable & un crochet (question 9) donc est un crochet (question 10).

FIN DE LA CORRECTION



