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Composition n° 1, une correction

Exercice 1 - Endomorphismes cycliques

Partie I - Etude d’un premier exemple

1. On a f(v) = (4,1) donc la famille 8 = (v, f(v)) est libre, car on a deux vecteurs non colinéaires, et comme
2 = dimR?, 8 est une base de E. Ainsi f est un endomorphisme cyclique de R2.

2. En notant can la base canonique de IR? on a :

M= = (1 7))

Ainsi xp(X) = x5(X) = X2 = 5X +6 = (X — 3)(X —2) & on Spec(f) = {2,3} (et f est diagonalisable car
deux valeurs propres distinctes).

On a de suite en regardant les matrices M — 21 et M — 31 : ker(f — 2Idg) = vect((1,1)) et ker(f — 3Idg) =
vect((2,1)).

3. En prenant n’importe quel vecteur w qui est vecteur propre de f (il y en a plein, d’apres la question précédente),
f(w) est alors colinéaire & w et donc la famille (w, f(w)) est liée.

Partie II - Etude d’un deuxi¢me exemple

4. Un petit calcul donne M? = M + 213 donc ¢ = g + 2Ids.

5. La question précédente permet de dire que X? — X — 2 = (X + 1)(X — 2) est un polynéme annulateur de M.
Comme P est scindé a racines simples, la matrice M est diagonalisable et Spec(M) C {—1,2}.
Il est immédiat de vérifier que la matrice M + I est singuliere (car de rang 1) donc —1 est bien valeur propre de
M. Puis on a :

-2 -1 1
M-2I=( -1 -2 -1
1 -1 -2
Comme C; — Cy = —C3 (avec des notations évidentes), la matrice M — 21 est aussi singuliere.

Ainsi Spec(M) = {—1,2}.

6. Soit v € IR®. Comme g% = g + 2IdRs, on a g>(v) = g(v) + 2v. Ainsi la famille (v, g(v), g>(v)) est liée.
L’endomorphisme g n’est donc pas cyclique.

Partie III - Cas général

7. La famille (xo, f(x0), ..., fP~1(20)), qui contient p éléments, est génératrice de E (par la définition d’un cycle) :
elle contient donc au moins n = dim E éléments ce qui prouve que .

8. e Soit k dans {0,...,p —1}. On a alors fP(f*(z0)) = fP*(z0) = fF(fP(z0)) = f*(20).

—z0
Fixons alors z dans E. Comme (o, f(2),..., fP~*(20)) est une famille génératrice de E, il existe ag, ..., ap_1
dans C tels que :

p—1
z =0T+ + o1 [P (wo) = > fF(xo)
k=0
Par linéarité de f on a :

p—1 p—1
fPla) =Y (o) = Y fHwo) =2
k=0 k=0

Il en résulte que pour tout z dans E on a fP(x) = x et ainsi .



e Selon ce qui précéde on a fP = Idg donc (sachant que p > n > 1) on obtient correctement :

fofft=1dg et fPlop=1Idg

ce qui permet d’affirmer que ‘ f est bijective de bijection réciproque fP~! ‘

9. a)

10. a)

Notons, puisque (o, f(20),. .., fP" (x0)) est génératrice de F, que x¢g # 0. Appelons maintenant £ 1'en-
semble des k entiers naturels tels que (zo, f(zo),..., f* ! (x0)) soit libre.

L’ensemble £ est non vide puisque la famille xq est libre donc 0 € E et est majoré par n puisque toute famille
de cardinal strictement supérieur a n = dim E est liée.

En résumé, £ est une partie non vide et majorée de IN : elle admet un plus grand élément qui est I'entier m
cherché.

Par définition de m, la famille (zq, f(zo), ..., f™(xo)) est liée : il existe donc ay, ..., q,;, dans C, non tous
nuls, tels que :
agxo + -+ f(29) =0 ()
Supposons un instant que o, = 0; il reste alors agzg + -+ + a1 ™ H(xo) = 0.
Comme la famille (zo, f(zo),..., f™ *(zo)) est libre il vient :
ag = ... = 0m—1 =0

et on obtient une contradiction avec le fait que ag, ..., a,, sont non tous nuls. Ainsi .
En vertu de (&), on peut alors écrire :

(7)) A —1 _
f™(@o) = T FoT T Zifm (o)
m m

e Supposons que pour un certain k > m entier le vecteur f¥(xg) est combinaison linéaire des éléments de la

famille (xo, f(20), .., f™ (x0)). Il existe alors ag, ..., a,_1 dans C tels que :
m—1
o) =) aif'(x)
i=0

On a alors par linéarité de f :

m—1 m—2
P o) = D0 aif @) = Y uif (@) + a1 S (0)
=0 i=0

Mais on vient de démontrer, & la question précédente, que f™(x) est combinaison linéaire d’éléments de la fa-
mille (zg, f(z0),. .., f™ *(z0)) donc f¥+1(xq) est combinaison linéaire d’éléments de (zq, (o), ..., f™ ' (xg)).

Conclusion. Par récurrence on peut donc affirmer que pour tout k > m entier, f*(zo) est combinaison linéaire
des éléments de la famille (zg, f(z0), ..., f™ 1(x0)) et on peut noter que c’est encore vrai pour k entier na-
turel quelconque.

Prenons z dans M . Comme (zo, f(x0),..., fP"1(z0)) est une famille génératrice de E, x est combinaison
linéaire complexe des éléments de (xq, f(2o), - - -, fP~(z0)) qui eux méme, en vertu de la question précédente,
sont des combinaison linéaires des éléments de (xg, f(xo), ..., f™ (x0)).

Il en résulte que la famille (zo, f(z0),. .., ™ (zo)) est génératrice de E et comme c’est une famille libre
(via la définition de m), on peut conclure que c’est une base de E (qui est de dimension n); comme cette

famille contient m éléments on a [n = m].

La famille v = (zo, f(20),..., " 1(x0)) est une base de E et f"(zo) est un vecteur de E : les complexes
ag, . ..,ap—1 ne sont autres que les composantes de f"(z() dans la base ~.
n—1
Posons h = f* —aoldg +a1f+ ...+ a1 f" 1 = 7 — Z a;f*.Onah € L(E) et f et h commutent puique
i=0
h est un polynéme en f. Pour tout k dans 0,...,n — 1 on a alors :

h(f* (o)) = ho f*(x0) = f* o h(zo) = f*(h(w)) = f¥(0) =0



c)

d)

11. a)

c)

Ainsi 'image de tout vecteur de la base v par h est nul. Comme h est linéaire on en déduit que h = 0 et
ainsi :

‘fnZaoIdE+a1f+~-~+an71fn_1

Pour tout k dans {0,...,n — 2} on a f(f*(xq)) = fF () et

FOF ™ (@0)) = F™(w0) = aozo + a1 f(20) + - - - + an_1 f* (o)

donc la matrice de f dans la base ~y est :

0 -+ - 0 ap
1
=1 0 € M,(C)
: . 0 an_o
0 --- 0 1 ap_1
e Si A est complexe, le rang de f — AIldg est aussi le rang de la matrice :
A 0 - 0 ao
I =X 0 :
M = 0 .. e : € M,(C)
: . o= Ap—2
0O -+ 0 1 ap_1—2X

Or les n— 1 premieres colonnes de M forment une famille de vecteurs échelonnés donc libre ; la matrice admet

au moins n — 1 colonnes indépendantes : son rang est supérieur a n — 1 et ainsi ‘rg(f —AMdg)>n-1 ‘

e Soit A réel. Le théoréme du rang affirme que n = dimker(f — Mdg) + rg(f — Mdg). Ainsi :
dimker(f — Mdg) =n—1rg(f —Mdg) <1 (Q)

Si maintenant X\ est valeur propre de f alors ker(f — Aldg) est non trivial donc dimker(f — Adg) > 1 et

avec (O) on peut conclure que ‘ les sous-espaces propres de f sont de dimension 1 ‘

Si A est valeur propre de f alors il existe 2 dans F non nul tel que f(z) = Az et une récurrence immédiate
permet de dire que f™(x) = A\"x. Mais on a démontré & la question 2 de la partie 2 que f™ = Idg; il vient

ainsi £ = A\"z. Comme z est non nul on a donc .

Pour tout k dans {0,...,n — 2} on a toujours f(f*(z0)) = f* 1 (z0) et f(f" (z0)) = zo puisque f est
cyclique d’ordre n. La matrice de f dans la base (zo, f(2o), .-, f" (o)) est donc :
0 - ... 0 1
IR D0
B=1y¢9 . . 1 1 |eM(C)
: . .0
o --- 0 1 0

e Si A est valeur propre de f on a vu que A™ = 1 donc A est une racine complexe de 'unité et il existe alors
k dans {0,...,n — 1} tel que :

i 2k
A:el nﬂ :Wk

e Cherchons maintenant lesquelles de ces racines de I'unité sont effectivement valeurs propres de f.

‘ Fixons k dans {0,...,n — 1} ‘ et regardons si wy, est valeur propre de f. Pour v vecteur de E dont la colonne




U1

des coordonnées dans (zg, f(xo), ..., f" 1(z0)) est : ona:
Un
U1 U1 Unp = WEV1
f)=wwe A = wy, < (5) ?}}':wkvz
Un Un Up—1 = WiUn

e Posons alors v, = 1. On pose encore v,_1 = wiv, et ainsi de suite jusqu’a v; = wgve. Par produit membre
a membre de ces n — 1 égalités on obtient :

VIV ... Uyl = wﬁflvg ..o, le. v = wzflvn

Comme wj? = 1 on a alors v, = wyv1 de sorte que (vi,...,v,) € C™ est bien solution de (S). Il en ré-
sulte que wy est bien valeur propre de f puisque le vecteur V, = w,?*lxo + w,?*Qf(xo) +o fr N (2) =
n—1
Z wp ™' f(x0) (qui est non nul) vérifie :
§=0

F(Vk) = wi Vi,
e En conclusion f admet n valeurs propres distinctes qui sont wg,...,w,_1.

Remarque. Il en résulte que f est diagonalisable.

Chaque espace propre est de dimension 1 et une base de ’espace propre associé & la valeur propre wy est
n—1

. —1—j ¢
donnée par le vecteur : E wp 7 (o).
=0

Exercice 2 - Projecteurs. ..

Partie 1 - Traces et projecteurs

1. On a, avec des notations évidentes :

n n n n

tI‘(AB) = Z(Z ai,jbi7j) = Z Z ai,jbi,j = Z Z bi,jai,j = tI‘(BA).

=1 j5=1 i=1 j=1 j=11i=1

2. Soient B et B’ deux bases de X. Soient ) la matrice de passage de B & B’. On a alors :

[fls = Q' [f15Q

En appliquant la question précédente avec A = Q7 [f]z et B = Q, on obtient :

tr([fls) = tr(QQ ™" [fs) = tr([f]B)-

3. Pour tout x, p(x — p(z)) = 0 puisque p? = p ce qui prouve que z — p(z) € ker p. Comme p(z) est élément de
Im P, on vient de vérifier que E = Im p + ker p.
De plus par le théoreme du rang :
dim F = dim(Im p) + dim(ker p)

La dimension de la somme des deux sous-espaces étant la somme des dimensions des sous-espaces, cette somme
est directe. Ainsi £ = Im p @ ker p.

4. Soit r le rang de p. Dans une base B adaptée a la décomposition précédente :

[pls = (% 8)

donc trP =r = tr([p|g) =r =rgP.



5.

On a vu précédemment que si 2z € Im p alors p(z) = 2 donc ¢(z) = 0 aussi Im p C ker q. Réciproquement, si
x est élément de kerq, p(x) = x donc x € Im p. Aussi Im p = ker ¢. On vérifie que ¢ est aussi un projecteur :
comme ¢ et Id commutent,

@ =(Id-p?=Id-2p+p*=1d—p
En échangeant les roles de p et de p (puisque p = Id — ¢), on obtient Im g = ker p.

FxG@ — F+G

est linéaire et surjective
ey = i) e

Par 'identité de Grassmann ou le fait que 'application ® = <

par définition de F' 4+ G. Le théoreme du rang donne :

dim(F + Q) = dim(F x G) — dim(ker(®)) < dim(F x G) = dim F 4+ dim G.

On procede par récurrence sur le nombre de projecteurs m intervenant dans la somme.

Pour m =1, f = p; donc trf =rgf aussi trf € IN et trf > rgf.

Supposons la propriété vraie a ’ordre m — 1 > 1.
m—1

On pose g = Z p; donc f = g+p,, . Par hypothése de récurrence trg € IN et trg > rgg. La trace étant linéaire,
i=1

trf = trg + trp,, € N comme somme de deux entiers.

De plus, pour tout z de F : f(z) = g(z) + pm(z) donc Im S C Im g + Im p,y,..
En utilisant la question précédente et dim Im p,,, = rg(py,) :

rg(f) = dimIm f < rg(g) + rg(pm) < dimIm g + dimIm p,,, = dimIm g

On a donc prouvé par récurrence que pour tout entier naturel m :

S:Zpi:trfelNettrf2rgf.

i=1

Partie 2 - Projecteurs de rang 1

8.

10.

Soit y un élément non nul de Im p : c’est donc une base de Im p puisque rgp = 1. Puis po f(y) est une image
par p donc appartient & Im P. Ainsi il existe u € R tel que po f(y) = py.

Or pour tout z de E, p(x) est colinéaire & y (p(x) = ay) donc
po fop(x) =po flay) = pay = pp(z)
ce qui prouve que : po f op = up.

Comme &7 est dans Im p, d’aprés ce qui précede, p(e;) = per. Comme €1 — p(e1) est élément de kerp =
vecteg, -+ , €y, cela justifie la forme de la premiere colonne de [f]¢ , les autres colonnes étant quelconques.

0 01,n—1

Par définition de ¢, [¢]c = (0 I
n—1,1 n—1

>. Si on écrit de la méme fagon, [flc = <M Ig), un calcul en blocs

C
ldlelfle = (g 01,]%_1>

donne alors :

done : [gle[flelgle = (o ’ Olﬁ_l)'

n—1,1
Ainsi on a les équivalences, pour a € IR :

qo foq=aq<+ [gc(flelde = algle & B =al,—1-

On a ainsi vérifié que : B n ’est pas la matrice d’'une homothétie si et seulement si go f og n’est pas proportionnel
aq.

Remarque : il suffisait d’une implication donc de montrer que si B = all,,_; alors Q o T o Q = aQ.



Exercice 3

Partie A - L’opérateur de translation
d
1. Soit P = Z ar X", un polynéme non nul de R,,[X], de degré d = deg(P) (i.e. aq # 0).

k=0
Alors, 7(P) est de la forme :

d d—2
P(X+1)=> apn(X +1)* = agX? + (dag + aa—1) X" + ) bp X*
k=0 k=0

Comme ag # 0 il vient :

| deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P)|

2. Notons que 7°(P) = P et si pour un certain ¥ € IN on a 7%(P)(X) = P(X + k), alors 7**1(P)(X) =
T(TF(P)(X)=P(X +k)+1) = P(X + (k+1)).
Ainsi, par récurrence : ‘Vk eN, 7(P)(X)=P(X +k) ‘

3. D’apres la formule du binéme de Newton, pour tout j € {1,...,n+ 1} on a :
T i
P)(X)= (X +1)1 = X' = P,
) = e = (=30 (30 )

La matrice M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc, pour tout (i,j) €
2
{1,...,n}":

j*l) i< i
o (i—l pour i< j
(M) { 0 sinon

4. La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Il s’agit des

nombres (jj) =1.

NB. La matrice M n’est pas diagonalisable : si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice
unité, donc égale a la matrice unité.

5. @ Comme 0 n’est pas valeur propre de 7, 'application 7 est injective. Comme c’est un endomorphisme injectif
d’un espace vectoriel de dimension finie, elle est bijective.

e Soit 7 : R,[X] — R,[X], P(X) — P(X — 1). Cette application est un endomorphisme de R,[X] qui vérifie
ToT=7o7=id. Ainsi 77! = 7.

e Comme pour la question 2), on montre que pour tout k € N, 77%(P)(X) = P(X — k).
Donc la formule est toujours vraie :

Wk € Z, 7(P)(X) = P(X + )|

6. On utilise 77!, sachant que M ~! est sa matrice dans la base canonique.. Pour tout j € {1,...,n+ 1} on a :
s j i1
tau Y (P)(X) = (X —1)~t = —1)i"ihxh = —1)i7¢ P;.
() = (6= = 32 (7 e S (]7

Ainsi, pour tout (u,7) € {1,...,n}* on a :

_ —l)j_i(j_l) pour i< j
M 1 i = ( 1—1 ~
( >”J { 0 sinon




7. Analyse. Si une matrice ) convient, la k 4+ 1¢ ligne du calcul V = @Q x U donne :

n+1 k k
UEDIMFIREDD (j>uj'
=0

Jj=1 J

Syntheése.
l;j) pour j <k

. , c’est dire Q = M7, tout
0 sinon

En prenant la matrice ) dont les coefficients sont Qr ; = { (
marche bien.

8. La matrice M est inversible, donc Q = M7T également avec Q=1 = (M7T)~! = (M~1)T.
Puis, comme V = Q x U il vient : U= Q"' x V = (M~1)T x V. La k + 1¢ ligne de ce calcul donne alors

n+1 n+1 n
we o= Yy (M), v = (M) v =D (M) v
Jj=1 j=1 j=0
k
= Z(—l)k_j<1?)vj
i=0 J

k
B\
9. e Pour k € IN on a v, :Z ( ,))\] = (A4 1) et on vérifie bien que :

=0 M

jé(—l)’“-j (5)ei- 2_: (s e =017 = w

Partie B - L’opérateur de différence

10. Avec les mémes notations qu’a la question 1, avec P non constant, on a :

d—2 d—2 d—2
S(P)(X) = agX® + (dag + aa—1) X" + Y bpX¥ —agX? —ag 1 X7 =D apXF =dag X+ ep X*
k=0 k=0 k=0

Comme aq # 0 :

’si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(d(P)) = deg(P) x cd(P) ‘

11. e D’apres la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(d(P)) > 0, donc 6(P) n’est pas
nul. Ainsi, si 6(P) = 0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne 6(P) = 0.

Conclusion. ‘ker(&) = Ro[X] ‘

eLa question précédente montre aussi que Im(d) C R,,_1[X].
Or, d’aprés le théoréme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 — dim(ker(d)) = n = dim(R,,—1[X]), ce qui permet de

conclure que : ‘Im(é) =R,_1[X] ‘

12. e Supposons que pour un certain j < n on ait : ker(6’) = R;_1[X]. On a alors
P € ker(07) & 6771 (P) = 0 = §7(§(P)) & 0(P) € R;_1[X] & P € R;[X]

Ainsi, par récurrence finie, initialisée a la question précédente :

Vi€ {1,...,n}, ker(6?) = R;_1[X]

e Soit P € Im(&7). 11 existe alors @ € R, [X] tel que P = §7(Q).

Une récurrence montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) < n— j d'ou P € R,,_;[X], et donc Im(&?) C
R,—;[X].

Le théoreme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc :

Vi € [1,n], Im(67) = R,,_;[X]




13. Soient k € N et P € R, [X].
Comme § = 7 — id et comme 7 et Id commutent, la formule de Newton s’applique :

14.

15.

16.

5t = i(—nk—j (’;) .

Si P € R,_1[X] = ker(6™), alors 6™(P) = 0. Donc :

0(X) = [F"(P)](X) = [é(—n"-j (1) e - (1) BEGEE (1) () P+

J

il s’agit bien du polynéme nul.
Et en particulier en la valeur réelle X =0 :

a)
b)

c)

Ona:uod?=wuou?ou?]=u’=u?ou?jou=58%ou.
Soit P € R1[X] = kerd?. On a §%(u(P)) = u(6*(P)) = u(0) = 0, donc u(P) € ker(§?) = Ry[X]. Le

sous-espace Ry [X] est donc stable par u.

Supposons qu’il existe une matrice A = ( Z Z > qui vérifie A2 = < 8 (1) >

Hvientalors [ 0 @ )= Ax A2 = A3 = A2x A= [ © d CAinsia=detc=0don A= ¢ b .
0 c 0 0 0 a
a? 2ab
Puis A% = < 0 a2 > donc a = 0 et 2ab = 0 ce qui est contradictoire avec ab = 1.

Conclusion. Il n’existe pas de matrice A qui vérifie A2 = ( 8 é )

Puisque Ry [X] est stable par u, on peut considérer ’endomorphisme induit @ : Ry [X] — Ry[X], P — u(P).

01 ) ce qui est impossible.

On note alors A la matrice de @ dans la base (Py, P5) de Ry [X]. I vient A2 = ( 0 0

Conclusion. ‘ Il n’existe pas d’endomorphisme u de R,,[X] tel que u? = § ‘

On a vu que deg(8'(P)) = deg(P) —i = d — i.

Ainsi, la famille (P,§(P),...5%(P)) est une famille de degré échelonné (de d & 0) : c’est une famille libre.
Ainsi, puisque Ry[X] est de dimension d + 1 il vient : vect(P,§(P),...5%(P)) = Ry[X].

Soit V' un sous-espace de R,,[X] stable par 4.

Remarquons que si P € V, alors §°(P) € V et ainsi Ryeg(p)[X] = vect(P,6(P),...6"(P)) C V.

Posons d = dim(V) — 1 et on considére une base (Qo,...Qq) de V. L’un des polynoéme Q; est alors de degré
supérieur ou égal a d (sinon V' C R4_1[X] et on a un probléme avec les dimensions). Notons P ce polynéme
et supposons un instant que deg P = r > d. Dans ce cas on a :

R, [X] = vect(P,d6(P),...6"(P)) CV,

et donc dim V' > d + 1 ce qui est absurde.

11 existe ainsi bien un polynéme P de degré d dans V et on a alors, comme ci-dessus, Ry[X] C V. Par égalité
des dimensions il vient V' = Ry[X].



