PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Composition n° 6, concours blanc. Une correction

Exercice 1 - Algebre linéaire

Partie I - Matrices compagnons

1. a) Ona yu = det(XI, — M) = det (X1, — M)") = det(XI, — M) = x;,; donc
VAEK, Aesp(M) < xar(\) =0 sy r(\) =0 < )€ sp (MT)

Ainsi sp(M) = sp (M T) et donc M et M ' ont méme spectre.

b) <« : On suppose que M est diagonalisable, ce qui nous fournit P € GL,(K) et D € M, (K)
diagonale telles que M = PDP~!
et alors M= (P~1)'DTPT= (PT)"' DPT
d’ott M T est diagonalisable

= : On suppose que M " est diagonalisable.
Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise 'implication précédente en remarquant
T

que M = (M T) .

Conclusion. La matrice M " est diagonalisable si et seulement si la matrice M est diagonalisable

a) Calculons le polynéme caractéristique x de Cg. On note Ci, ..., C) les colonnes de Cg.

n—1
X 0 0 ao 0 - 0 X"+ aX'
-1 X 0 a =0
*1 X 0 aq
~~~ -1
: ce . X Ap—2 L1<_L1+,Z Xi-1[,;
0O ... 0 -1 X+apn =2 X Gp—2
o ... 0 -1 X+an1
Un développement selon la premiere ligne donne :
-1 X *
X = _(l)n-i-lp 0 -1 _p
: X
0 0o -1
=(-1)n~1!
b) On a les équivalences :
T2 = \11 To = AT
x3 = A1 x3 = N2y
(CQ)TX =X < =
Tn, = ATp—1 Ty = N1y
—apgr1 —...— Qp_1Tp = )\xn k(_ao _ al)\ _ _ an—l)\n71>$1

{

Vi€ {2,...,n}, ;="
Q()\){L‘l =0




. o _ . . . . T o T o
Comme A est racine de Q (XC;S = Xco = @), il vient : dim (EA (CQ>> =1, E) (CQ) = vect(X))
1

A
OI\IXA:

)\n‘—l

Partie II - Endomorphismes cycliques

3. a) Comme f est cyclique, il existe zyp € F tel que B = (3:0, f(xo),..., f”_l(xo)) soit une base de
E

n—1
11 existe alors (Ao, A1, ..., An—1) € K™ tel que f™(zp) = Z)\ifi(xg).
i=0

b) Le polynéme @ est unitaire de degré n et on a Mp(f) = Cq
4. o Si f est cyclique, d’apres la question 3a, il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
est de la forme Cg, ol  est un polynome unitaire de degré n.

e Réciproquement supposons qu'’il existe une base B = (eg,e1,...e,—1) de E dans laquelle la
matrice de f est de la forme Cg, ou @ est un polynome unitaire de degré n.

Alors : Vi € {0,...,n— 2}, f(ei) =eit1
donc (e, f(eo), f2(e0),- -, f"1(eg)) est une base de E et donc f est cyclique

Conclusion. L’endomorphisme f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle
la matrice de f est de la forme Cp oli () est un polynome unitaire de degré n.

5. < : On suppose que x est scindé sur K et a toutes ses racines simples.
Ainsi [sp(f)| = deg(x¢) = dim E
donc f est diagonalisable d’apres le cours

< : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,

ceci nous fournit B une base de E et @ € K[X] unitaire de degré n tel que Mp(f) = Cqg
d’apres 5.
Ainsi Cg est diagonalisable et il en est de méme pour Cc—gr d’apres 2
Ainsi K" = @D Ex(CQ) doin= Y dim (B, (C5))

Aesp(f) )\Esp(Cg)
or on a VA € sp (C'(:'?—) , dim (E)\ <C’5)> = 1 d’apres 4 donc ‘sp (Cg)‘ =n
or d’apres 1 : sp (Cg) =sp(Cq) =sp(f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K

donc xy est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Conclusion. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si x y est scindé sur K et a toutes
ses racines simples.

n
6. ® Soit (Ao, ..., An1) € K™ tel que Y~ \if* = 0. Montrons Vi € {0,...,n—1}, \; =0
=0
Comme f est cyclique, ceci nous fournit x € E tel que B = (z, f(z),..., f* 1(x)) soit une base de
E

donc Z Nifi(x) = Ozp)(z) =0p
=0
ainsi Vi € {0,...,n— 1}, A\; = 0 car B est libre
Conclusion. La famille (Id, f, f2,..., f*~!) est libre dans £L(E)



n—1

e Supposons que @ € K,,_;[X] soit un polynéme annulateur de f. On écrit Q = Z ap Xk,

k=0
n—1
On a alors Zakfk = 0 et par liberté de la famille (Id, f, f2,..., f*~1) il vient :
k=0
ag = ... =0p_-1.
Ainsi @ = 0.

Conclusion. Tout polynéme non nul annulateur de f est de degré supérieur ou égal a n.

Partie III - Application & une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton

7. On note N, = {m € IN*} (L)“Z'(b”v))()@.g?F1 libre.
On sait que 1 € N, car x #O0g et que Vm > n, m & N, car dim F =n
Ainsi N, est une partie de IN* non vide majorée par n — 1
donc N, admet un plus grand élément p € IN*.

Ainsi la famille (f*(x)) est libre et la famille (f%(x)),_._ est liée.

0<i<p—1 0<i<p

Conclusion. Il existe un entier p strictement positif tel que la famille (x, f(z), f2(z), ..., fF~1(x))
soit libre et il existe (ag, a1, ..., ap—1) € KP tel que :

apxr + ay f(z) + - +ozp,1fp_1(x) + fP(x)=0

8. On a f (Vect(z, f(z), f*(z),.. ,fp_l(x))) = Vect(f(x), f2(x), f3(x),..., fP(x)) car f linbaire
or fP(x) = —apr — ozlf(az) - —ap_1 fPY(x) € Vect(z, f(x), f2(z),..., fP1(z))
Qo f (Vect(z, f(x), f2(z), - .-, [P~ 1(z))) < Veet(z, [(z), 2(2), .., f74())
Ainsi Vect(z, f(z), f?(),.. .,fp_l(x)) est stable par f

9. On note fr 'endomorphisme induit par f sur F.

D’apres ce qui précede B = (z, f(z), f2(x), ..., [P~ (z)) est une base de Vect(z, f(z), f2(z),..., [P (z))
On remarque que Mp(fr) = Cg en notant Q = ag + a1 X + -+ + a1 XP~1 + XP
d’olt xf, = Q or X¢.|Xxf car fr induit par f
Conclusion. Le polynéme X? + o, 1 XP~1 + -+ + g divise le polynome x .

10. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(z) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = xf
Ainsi x¢(f) = P(f) o Q(f) donc x(f)(z) = P(f) [Q(f)(x)] = P(f)(0) = 0 car P(f) linéaire
On a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0
or x(f) € L(E) d’ou xs(f) est I'endomorphisme nul.

Exercice 2 - Analyse

1. Question préliminaire Par le théoreme de sommation par paquets (qu’on peut utiliser ici sans
hypothese de sommabilité puisqu’on somme des termes positifs), avec le recouvrement IN \ {0} =
(2IN\{0}) U (2IN+ 1), 0on a :

+oo 1 400 1 +o00 1 +o0 1
;#:ne%m}rﬂ—i_ne;ﬂnz 2(25) +Z 254'1 Zn? Z 2€+1

. 1 ) . .
Comme la série g — converge évidemment (c’est une série de Riemann d’exposant 2 > 1), cette
n=>1
égalité peut se réécrire :



+oo 1 2 2

1
ce dont on déduit : Z 2= ﬂg =5

n=1

Partie I - Une premiére méthode

2. a) Soit n € IN. La dérivée de x — (sin(z))" ™! est x — (n + 1)(sin(x))" cos(z).

2 2
Pour obtenir une relation entre les intégrales W, o = (sin(z))""2dz et W, = / (sin(x))"dx,

0 0
nous allons intégrer par parties afin d’abaisser le degré de I'exposant n + 2. Plus précisément :
pour obtenir I'exposant n, nous allons dériver z +— (sin(x))"*! et intégrer x + sin(z). La
formule de 'intégration par parties donne alors :

Jus

2
Wn+2 = /
0
2

donc : Wyyo = (n+1) /2 (sin(x))"(cos(z))? dz. En utilisant la formule : cos?> = 1 — sin?, on
0

jus

(sin(z))"*?*dz = [~ cos(z) - (sin(a:))"“]og +(n+1) /02 cos(x) - (sin(x))" cos(z) dz,

jus

obtient :

Wieo = (n+1) / (sin(2))" dz — (n + 1) / (sin(2))"™2 dz = (n+ )Wy — (n+ 1) Wi,

0 0
NPT o n+1
c’est-a-dire (n + 2)W,10 = (n+ 1)W,, et ainsi : Wy, = oW
n
b) On en déduit la relation demandée par récurrence. Pour tout n € IN, soit P,, la proposition :
22n(n!)2
%1% = —.
Wt =y
3 z 220(01)2 N
Pourn=0ona: W; = / sin(z) de = [—cos(z)]§ =1, et : —————— =1=Wj,douPy. A
0 (2-0+1)!
présent, si n € IN est un entier tel que P,,, alors :
W —w _ 2n42 Pa] 2n+2  22"(n))2 (20 +2) 2% (n!)?
AntD+L = ondts = o 13 T o3 2n+1)!  (2n+3)2n+2) (2n+1)!
B 22, (n + 1)2 . 22n(n!)2 B 22(n+1)((n + 1)!)2
B (2n + 3)! @241+
d’ott Pp41.
22n(n!>2

Par théoreme de la récurrence on peut conclure : Vn € IN,  Wo,11 = m
n !

_1
3. e L’application x +— peut s’écrire x +— (1 — xz) 2, Or:

1
V1—22

Va e C\IN, Vz €] — 1,1], (1+3:)“=1+ZHT"’3”'

Posons o = —3. Pour tout z €] — 1,1[, on a —z* €] — 1, 1], et on peut donc évaluer en —z?* 'égalité
ci-dessus pour obtenir :



n—1 1 n—1 1 _1)n n—1
Pour tout n € IN'\ {0}, on a : kl_[() <—2 - k> = kl_IO <—2 - (2k + 1)> = ( Qn) I}_I()(Qk+ 1)..

Pour simplifier cette écriture, on multiplie et divise par le produit de tous les entiers pairs, afin de
faire apparaitre une factorielle, et on factorise chaque entier pair par 2. On obtient alors :

I = ﬁ(% o) (2n)!
vn e N\ {0}, [[@k+1)=]]@k+1)it— = (2n)! :(27:1)‘-.
k=0 k=0 [Ty 22 [+ :
k=1 k=1
n—1 n )| 1y(2n)!
Ainsi - va e N\{0}, ] <_; _k) _ (—2711) } (22%); ( ;)an "

k=0
Comme, de plus, pour tout z €] —1,1[ et tout n € IN\ {0} on a : (—22)" = (—=1)"2", on en déduit
le développement en série entiere plus compact :

2\—2 — (2n)! o — (2n)! oy
Veel-11], (I-27)z=1+ E :22n(n!)2$ 222271(”!)233 :
n=1 n=0

e Passons a l’arc sinus. On a :

T T +0°
arcsin(z) = t2” dt.
(@) /o V1ot 7t2 / 22” n'

Or la série entiere Z 2%()'):62” est de rayon de convergence 1, donc on peut l'intégrer terme a
n
n=0
terme sur tout segment inclus dans | — 1,1[. On en déduit :

too (2n)! g2+l

2n)! 5, B !
arcsin(x Z/ 520 n‘ TYRIvL: dt = ngo (a2 20 1

. Soit t € [0, 5 [ En posant = = sin(t) € [0, 1] dans le développement en série entiére de 'arc sinus,
on obtient :

X 20! (sin(t)* !
3 (2n)! (sin(?))

arcsin(sin(t)) = 22n(n!)2 2n+1

n=0

et arcsin(sin(t)) = ¢ car t € [0,5] C [~3, 5], d’ou le résultat désiré (quitte & renommer ¢ en z).

. . =2 (2n)!
Conclusion. Pour tout = € [O, 3 [, T = nzzo 220 (n)2(2n + 1)

. (2n)! p2ntl
. ® Notons que la série g PTG
12

=2 n(nh)22n +1

nz

(sin(z))?"+L.

converge aussi en x = 1. On a, pour tout n au voisinage

de +o00 :

(2n)! 1 Vimn (22 ) 1 1
227(nl)? 2n + 1 no+oo 920 (27p) (2)2 " 2n ntoo 2/7 n\f

or la série de Riemann E f
ny/n
n=1

. PN o L. 2n)! 1
théoreme de comparaison des séries & termes positifs, la série E 22(n)|2 5 1
= (n!)?22n +

converge parce que son exposant est % > 1. Donc, d’apres le

converge.



(2n)! (sin(x))"
220 (n)2 2n+ 1

e Posons pour tout n € N et z € [0,5], gn(z) =

2 1
Pour tout n € IN et tout « € [0 ] on a: |gn(x)| < 22(71(71)‘)2 1 et ainsi :
nl!)? 2n
(2n)! 1

Vn e IN, < .
" lgnlloo < 920 (n1)2 2 + 1

Ainsi la série de fonctions Z gn converge normalement donc uniformément sur le segment [0, g]
Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique puisque de plus chaque g, est continue :

Sln(m))2n+l 1 : 2n+1
/ Z 22n n' 2n + 1 de’ - Z/ 22n nl 2 2n + 1 (Sln(x)) dx7

5 221 (112
6. D’apres la question 2a on a : / (sin(z))*" ™ do = Wapy1 = (2(4_1))‘ Par la question précédente
0 n :

et la question 4 :

/ 1 i’f (2n)! 1 22n(pl)2 i’f 1 (2n)! i’f 1
0 = 22n(n!)22n+1 (2n+1)! o+l (2n+ 1)! = (2n +1)?

[ME]

3 z2] 2 2 72 = 1
Or on a facilement : / rdxr = [] = — et ainsi — = o5 d’ou avec la question
0 2], 8 8§ (2m+1)
400 2
1 T
1: — = —.
Z n2 6
n=1
Partie II - Une seconde méthode
1 1 +oo 400
. 2 2
7. Soit €] — 1,1[. On a : 22| < 1, donc : o e E (a: )= — E x".
1 2 +o0 1 1 1 +oo
Ainsi : r;(x i = g (—z*™1n(z)) pour tout z € [0,1[, et : / ;1 1 / (—2z*1n(z)) dz
x? — 0 % —
n=0

On va utiliser le théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque.
— La fonction f, : z + —2?"In(z) est continue par morceaux sur |0, 1[ pour tout n € IN;

In(z)

— La série de fonctions Z fn converge simplement sur ]0, 1] Jet sa somme est h : z — 7 1 qui
a:' p—
n=0
est une fonction continue sur |0, 1[.
— Soit n € IN. Montrons que chaque f,, est intégrable sur ]0,1[. Comme f,, > 0 pour tout n € IN,
cela équivaut a la convergence de son intégrale sur |0, 1[. Via une intégration par parties, ou
'on dérive x + —In(x) et integre = +— 22" et puisque

x2n+1 x2n+1

Ty =5 Inf) = lim =5

In(z) =0,

on obtient que :

1 , 1 220 p2nt+l 1 1 1 9 1
— e In(z)de = displaystyle | — do = |- 1 tdr= o

sont de méme nature (donc convergentes, puisque la seconde est lintégrale d’une fonction
continue sur un segment), et on a :

1 p2ntl 1 1 1 1
/ —2?"In(z) dz = |- In(z)| + / At = ————,
0 2n + 1 0o 2n+1 Jg (2n + 1)?

1
(2n +1)2°

1
Ainsi la fonction f,, est intégrable sur |0, 1] et / fu(t)dt =
0

6



— Enfin la série numérique Z / | fn(t)| dt est convergente (série de Riemann avec 2 > 1)
n=0
Le théoreme d’intégration terme & terme s’applique : la fonction h est intégrable sur |0, 1[ avec :

1 ln s 1
Qn
In(z)) dz = —_—
/0 x2—1 2/ n(e) dz ;(271—1—1)2

In(x)

7 1 dz converge, étant donné que cette somme
x

1
Ce calcul montre en passant que l'intégrale /
0

1
est finie (la famille de réels positifs (2 est sommable puisque sa somme est celle d’'une

n )nE]N\{O}

série de Riemann d’exposant 2 > 1, donc ses familles extraites sont sommables également).

. Nous allons utiliser le théoreme de continuité des intégrales a parametres.

arctan(tz)
1+ 2
— pour tout t € IR, Papplication x — g(x,t) est continue sur IR ;
— pour tout = € IRy, 'application ¢t — g(x,t) est continue par morceaux sur IR ;
— pour tout (t,7) € (IR4+)% on a:

On pose : V(z,t) € (R4)?, g(x,t) =

1
142

lg(z, )| < = ()

[N

et lapplication ¢ est intégrable sur [0, 00| (arctan. . .)

Par le théoreme de continuité sous le signe intégrale, d’une part t — g(z,t) est intégrable sur IR
pour tout x € IRy, et d’autre part f est définie et continue sur IR,..

. On reprend les notations de la question précédente. Nous allons utiliser le théoreme de dérivation
des intégrales a parametres :
— pour tout ¢t € IRy, 'application x +— g(z,t) est de classe C! sur ]0,1] et on a :

t I
1+ (zt)21+1¢2°

\V/(t,l‘) S ]R,+ X]O, 1], %(:Bat) =

— pour tout = €]0, 1], 'application ¢ — g(x,t) est intégrable sur IR; d’apres la question précé-
dente ;
9]
— pour tout x €]0, 1], I'application t — —g(x, t) est continue par morceaux sur IR} ;

x
— pour tout segment [a, b] inclus dans ]0, 1] et tout (t,z) € IR X [a,b], on a :

t
(14 (at)?)(1 4 t?)

0g
— <
D (x,t)’ <

= ().

Justifions que lapplication ¢ est intégrable sur [0, 4o00|. Elle est continue sur cet intervalle, et

on a :
11

o(t) Nl B3 > 0,

or on sait que les fonctions de Riemann d’exposant strictement supérieur a 1 sont intégrables
au voisinage de 400, donc par comparaison il en est de méme de .
Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment de |0, 1], d’une part

0
t 8—g(x, t) est intégrable sur IR, pour tout = €]0, 1], et d’autre part f est de classe C* sur ]0, 1].
x
De plus :

vz €0, 1] f’(:c)—/+ooag(x t)dt—/+oo LA S
R - 0 a.’I} ’ - 0 1+(.’I}t)21+t2 ’



10. Soit (¢t,x) € IR+ x]0,1[. On a :

t x?t tH(1 +t222%) — 2%t(1 + t?) (12
—_ = = — X
1+ 1+ ¢222 (14 2)(1 + t222)

t
1+ £2)(1 + 222)

et on en déduit, par la question précédente :
1 too /g 2 1 [In(1+ ) —In(1 + 222)]"°
vz €01, fl(z) = / R dt = n(l+1%) = In(l +#a”)
1—22 ), 1+62 1+ 222 1— a2 2 0

_ 1 [;ln<1+t2>r°‘° In() _ In(x)

1— 22 1+ #2222 -

2(1 —22) 1—2%’

d’ou le résultat, quitte a multiplier par —1 le dénominateur.

—+00 —+00 t t t t2 +0o0 2
iona: g0 = [ oa—o )= | wetanll) gy - [U] = ™ En intégrant
0 0 +t 2 0 8

la relation de la question précédente, on a l’existence de ¢ € IR tel que :
T In(t)

dt.
2 —1

Vr €)0,1], f(z)= c+/0

1
1
Calculons la limite de chaque membre en 0. Comme !’'intégrale / ;1(:6)1 dz converge par la

0o I -
T In(t
question 7, on a : lim 3 ®)

De plus f est continue en 0 par la question 8, donc : lin% f(z) = f(0) = 0. Ainsi I’égalité ci-dessus
xT—

dt = 0.

donne, quand x — 0 : 0 = c.

1 2
1
Cette méme égalité donne, quand x — 1, toujours par continuité de f : / g(x)l dz = f(1) = %
0o T°—
00 2
On en déduit, par la question 7 : Z _ - On conclut avec la question 1, et on a :
9 N o (27’L+1)2 8 . 5 .
72 - —.
=n 6

Exercice 3 - Probabilités

Partie I - Une variable aléatoire de loi de Poisson
1. Une premiére inégalité.

a) On utilise I'inégalité de Tchébychev ; pour tout a >0 on a: P(|X — E(X)| > a) < Ix,

Mais X suit une loi de POISSON de parametre A donc O'g( = ) et en prenant a = A on obtient

A 1
PIX-EX) 2N ==~
(1X - EX)| 2N < 5 = 5

b) Commeona E(X)=A X —-E(X)=X—Xet:

IX —EX)| 2 A =[X-A=AUXN—X > )
—_———
=[X>2)]

donc P(]X — A =2 A) > P(X > 2\) et ainsi (#) @ P(X >2)) <



2. Une amélioration de I'inégalité (#)

a) La variable aléatoire X suit un loi de Poisson de parametre A > 0 donc pour tout k£ € IN on a :

DL
Ik
et ainsi pour tout ¢ réel on a : P(X = k)tF = ( k") e
Atk X (A)E
Mais pour tout t réel la série de terme général ( k:') converge de somme g ( k'> = e ce qui

k=0

+oo k
At
justifie 'existence de Gx (t) ainsi que 1'égalité : Gx (t) = e™* E (k‘) — e AN — A1)
k=0

b) Soit t > 1 et a > 0. La variable aléatoire e'X est positive : selon I'inégalité de Markov, pour
tout  >0ona:

E etX
o
Int 31 o tX Int E(e)
En prenant oo = t* = 2™ il vient : P(e’* > e*™") < e
tX Int Int _ Int
Or P(e'* Ze*™) =P X}aT et comme Int <t—1 < tilvient: [X > a] C X}aT .
, .y E(eY)
On peut alors conclure, par croissance de la mesure de probabilité, que : P(X > a) < 1

c¢) La fonction g est dérivable sur [1, 4+-00[ comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Pourt>1ona: )
t—
e t—2)
g =
Ainsi g est strictement décroissante sur [1,2] et strictement croissante sur [2,+oo] : elle admet

un minimum global strict en ¢ = 2 dont la valeur est g(2) = Z.

d) En prenant a = 2\ dans I'inégalité obtenue a la question 2b on obtient pour tout ¢ > 1 :

G (t e)\(t—l)
X = (60

P(X >2)\) <

Ceci étant valable pour tout ¢ > 1 il vient alors :

P(X >2)\) < <min g(t))A = 9(2))‘ = <E)/\

t>1

e\ A
3. On pose pour)\>0:<p()\):)\(1> .

e
Comme — €]0, 1] on obtient (par croissances comparées ) : lim ¢(\) = 0.
4 A—+00

A
Il existe ainsi A réel tel que si A > A on ait ¢(\) < 1 ce qui implique : (Z) < Tn

Conclusion. Pour A grand I'inégalité obtenue a la question 2d améliore donc celle de la question 1b.



Partie IT - Variables a valeurs dans IN

4. Ona:Vke N\{0}, P(X =k) =P(X >k—1)—P(X > k), et donc :
En:kP(X:k:) = En:k(P(X>k:—1)—P(X>k:)):En:[kzP(X>k—1)—(k+1)P(X>k)+P(X>k):
k=0

= ZH:P(X>k:)+zn:[kP(X>k—1)—(k+1) P(X > k)] ZH:PX>k (n+1)P(X >
k=0

k=0 k=0
n—1

= Y P(X >k)—nP(X >n).
k=0

Regardons comment en déduire 1'expression de ’espérance demandée dans l’énoncé. Comme X
admet une espérance, on sait que E(X) est la limite quand n — +o0o0 du membre de gauche. 11 suffit
donc de montrer, pour avoir le résultat voulu :

lim nP(X >n)=0.

n—-+oo
Pour tout n € IN, on a :
+o00
0<KnP(X>n)=n » PX=k< Y KkP(X=
k=n+1 k=n+1

et le membre de droite est le reste d’une série convergente (puisque par hypothese X est d’espérance
finie), donc converge vers 0. D’apres le théoreme des gendarmes, on a la limite nulle voulu. Quand

n — +o00, I'égalité précédente donne donc comme attend : E(X) = Z P(X > k)

Autre démonstration. Cette formule découle tres rapidement du théoreme de Fubini positif. Notons
Ljt1,400f : Ry — IR la fonction indicatrice de [k + 1, +oc0[. On a :

400 400 oo +00 +00
SPX >k = 3 P =n) =3 1t ()P(X =)
k=0 k=0n=k+1 k=0n=0
+o00 400 +oon—1 +o0o
= 3 L @P(X =) = 3 STP(X = n) = 3 nP(X = n) = B(X),
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

d’ou le résultat... Mais ce n’était pas semble-t-il le point de vue espéré par la question

5. On a: X(Q) = [1,n]. Soit k € [1,n]. Si I'on note X; le résultat du ¢ tirage pour tout i € [1,p],
alors on a :

(X <k)= <max X; < k:) = ﬁ(Xi < k).

1<i<p 1

Comme les X; sont indépendantes (c’est en tout cas une hypothese raisonnable, au vu de I'expé-
rience modélisée), on a :

Comme les X; suivent une loi uniforme sur [1, n]] en effet le tirage est supposé équiprobable), on
conclut :

=1
Remarquons que cette expression reste valable pour £ = 0. La loi de X s’obtient en écrivant :

Vke[l,n], PX=k)=P(X<k)-P(X<k-1)= <k>P_ <k—1>p

n n
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6. Plusieurs méthode pour calculer cette limite.

e Méthode 1
L’application x +— zP est continue sur le segment [0, 1], donc par le théoréme sur les sommes de
Riemann on a directement :

1e= (k\? ! 1
lim — g <> :/ 2 der = ——,
n%Jroonk:O n 0 p+1

Or par la question 4 (qui s’applique puisqu’une variable aléatoire d’image finie est d’espérance finie)

on a:
[e'e) n—1 n—1 n—1
=Y P(X>k) =) PX>k=> (1-P(X<k)=n-) PX<k).
k=0 k=0 k=0
n—1 k P 1 n—1 k} P
p . L : _ LA 1 K ' .
ar la question précédente : E(X) =n Z <n> n (1 - Z (n) ) Il est raisonnable de
1 k=0 k=0
IR précide: B(X) ~_n(1- 5.
penser que p > 1, auquel cas : 1S 2 < 1, et donc par ce qui précede : E(X) W n (1 PrS|
e Méthode 2
L’application = +— P étant croissante sur IR pour p > 1, une comparaison série-intégrale permet
d’obtenir :

n n—1 n—1 n
Vn € IN'\ {0}, / xpdx<2k:p</ xpdxg/ 2P dz.
1 —1 0 0

kP < .
p+1 p+1 Z p+1

On en déduit : Yn € IN'\ {0},

npt+1 1 npt+1 npt+1

Or on a facilement : . On retrouve alors la

. D kK o~
p+1 p+1rH+oop+1 ot : Z n—+oo p+1
limite calculée ci-dessus :

1 n—1 k P

k=0 =1

Partie III - Transformée de Laplace

a) Comme X ~ B(n,p), X est d’'image finie, donc pour tout ¢ réel, il en va de méme de la variable
aléatoire !X, et cette derniere est donc d’espérance finie.

Ainsi Dx = IR et par théoréme de transfert, pour tout ¢ réel on a :

k=0 k=0
= (1—p+pe)"

b) Soit ¢t € IR. Par théoreme de transfert, e'X est d’espérance finie si et seulement si la série
Z e®* P(X = k) converge(absolument).
k=0
Pour tout k € IN*, on a e*P(X = k) = p(1 — p)F~leth = ;& S((1=p) ek, Clest le terme général
d’une série géométrique de raison (1 — p)e! qui converge si et seulement si ef < 1 (tout est
positif) i.e. t < —In(1 — p).
Ainsi E(e'") existe si et seulement si t < —In(1 — p).
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8.

10.

De la Dx =] — 0o, —In(1 — p)[, et pour tout ¢t € Dx on a :
¢

XN\ pe
E(e") = 1—(1—p)et

Soit n € IN*. Soit tDx. Les variables aléatoire X1, ..., X,, sont indépendantes. Par le lemme des
coalitions, il en va de méme des variables aléatoires etX1, ... etXn,

Ainsi comme elle sont toutes d’espérance finie, le cours permet de dire que la variable aléatoire

n
H ek est d’espérance finie avec :

k=1
n n
E < etX’“> = E(etX"‘),
k=1 k=1

n
ce qui donne de suite : ¢g, (t) = H Oz, (1).
k=1

Soit t € Dx. On applique I'inégalité de Markov & la variable aléatoire positive !X qui est d’espé-

rance finie :
E(etX)
eta :

On obtient donc pour ¢t > 0 :P(X > a) < e px(t).

a) Comme X est bornée, pour tout ¢ réel la variable aléatoire e!X I’est également donc est d’espé-

+oo
rance finie. Ainsi Dx = IR et par théoreme de transfert, on a pour tout ¢t € IR : px(t) = Z U (t).
n=0

b) On utilise le théoréme de dérivation terme a terme.

— La série de fonctions Z uy converge simplement sur IR.
— Pour tout n € IN la fonction u,, est de classe C* sur IR.
— Pourtout n € INett €IR on a :

[up, ()] = || un(t) < MNP(X = x),

indépendant de ¢

donc |up|,, < MNP(X = ).

, ;. . / . ,
Il en résulte que la série de fonction E u,, converge normalement donc uniformément sur

IR.
—+00
Le théoreme de dérivation terme a terme s’applique : le fonction px = Z uy, est de classe C!
n=0

sur IR avec, pour ¢ réel :

+0o0 +00
Px(t) =) up(t) =Y waua(t).
n=0 n=0

+oo
Pour ¢t = 0 cela donne : ¢, (0) = anP(X =uz,) = E(X).
n=0

FIN
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