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Composition n°5 bis, une correction

A. Fonctions L et P

1. Pour tout n € IN, on a 12 ‘ < 2™ et Y |2|™ est une série géométrique convergente (puisque |z| < 1).

n
Par comparaison, ) - est une série absolument convergente, donc convergente.
D’apres le cours sur les séries entieres, on a :

Vz €]-1,1] Z—:—lnl—z)

n=1
+
Z 'n.
2. e Tout d’abord, pour ¢t € [0,1], on a tz € D et : L Z ~t"
n

—so(t)
Par une conséquence directe de la régle de d’Alembert, cette série entiere de la variable réelle t est de rayon de conver-
gence I%I siz#0et +o00siz=0.
Dans tous les cas, le rayon de convergence est strictement supérieur a 1.
Par théoréme, sa somme est dérivable (au moins) sur Uintervalle ouvert de convergence, qui contient [0,1] et :

vt e (0,1, ZOO )

T1-at

eLa fonction 1 : t > (1 — tz)eX(**) est dériv able comme produit de fonctions dérivables sur [0, 1] et :

— z) el — .

vt € [0,1], 9/ (t) = ((1 —t2)

1—=z

Comme [0, 1] est un intervalle, on peut conclure : ¢ est une fonction constante et, en particulier, ¥(1) = ¥(0), qui se

réécrit : 1
(1—z)e"® = eF® done ) = —.
1—=z
3. Soit z € D. Par I'inégalité triangulaire, on a :
@<~ o)
S n lebal

Pour tout n € IN*, on a 2™ € D, donc |L(2™)] < —In(1 — |2|").
—_———

Comme |z| < 1, la suite (2") converge vers 0, puis a, ~ |z|".
On en déduit L(2™) = O(z") puis, par comparaison & une série géométrique, la série Y L(z") est absolument convergente,
donc convergente.

B. Développement de P en série entiere

4. e Soit N € IN*. Soit (a1,...,an) € Pu,N.
Par positivité des ax, on a 0 < a; < ia; < n pour tout ¢ € [1, N].
On en déduit I'inclusion P, 5 C [0,7]", puis le caractére fini de ’'ensemble P, 5 comme partie d’un ensemble fini.
e Notons f: (a1,...,an) — (a1,...,an,0).
Par définition des ensembles P, n et P, n+1, 'application f est bien définie de P, v vers P, n+1 et également injective
par vérification immédiate.

On en déduit pn,n < Pn,N+1, ce qui montre que la suite (pn,n)nN>1 est croissante.

e Dans le cas ot n = 0, on a évidemment Py v = {(0,...,0)} donc po,ny = 1 pour tout N > 1 et donc la suite (pn,n)n>1
est constante & partir du rang 1 = max(n, 1).
Supposons n > 1. Soit N >

Soit (a1,...,an+1) € Pn,N+1~ Siant1 =1, alors (N + 1)ant1 = (N + 1) donc :
N+1
n= Zkak>(N+1)aN+1>N+1>n,
k=1



ce qui est absurde.
N

Ainsi, (a1,...,an+1) = (a1,...,an,0) donc Zkak =n puis (a1,...,an) € Po,N.
k=1

Ceci montre que la fonction f du premier point est aussi surjective donc bijective.

On en déduit pn,N = Pn,N+1-

En conclusion, la suite (pn,n)N>1 est constante & partir du rang max(n, 1).

5. Soit z € D. Pour tout N € IN*, on définit la propriété H, par :

N 1 “+oo
H 1— 2k :Zp”szn'
k=1 n=0

N——
=Tl

— On a évidemment P, 1 = {(n)} pour tout n € IN, donc :

“+o0o +oo 1
D pazt =) =,

11—z
n=0 n=0

ce qui acheve de montrer l'initialisation.
— Soit N € IN*. Supposons Hy.
Tout d’abord, par conséquence de la question précédente (premier point), on a :

1

Vn € N, po w2z < (n+ 1)V 2" =0 (—2) , (croissance comparée)
n

ce qui montre la sommabilité de la famille (pn,N2")nenN.

Par ailleurs, la famille (z2*V+D), o est également sommable (puisque |z| < 1).

Ainsi, la famille (pnsz"H(NH)) est sommable et :
(n,i)€IN2
11 = P !
NiLo= N TN

= Z pnNZ" Z 2D (hypothese de récurrence et série géométrique)

nelN i€IN
+oo

= Z( Z pn,N)Zj (sommabilité)
7=0 (n,i)€IN2

n+(N+1)i=j
—+o0

_ E: J

- pij"rlZ ’
Jj=0

ce qui acheve la preuve de I'hérédité.

Détaillons un peu la derniere égalité. Pour tout j € IN, on a :

pint1 = card{(a1,...,an41) € NV gy 4 4 (N + Dangs = 5}
= Z card{(al,...,aN)E]l\IN,a1+--~+NaN=j—(N+1)i}
i€eN
(N+1)i<)
= Z Pj—(N+1)i,N = Z Pn,N-
N (n,i)€IN?
(N+1)i<y (N4 L)img

6. e Soit n € IN. Par croissance de la suite (pn,n)New, On a :

> penvir—pan|lz" = DY (a1 —pan)lz[™

(n,N)EN2 (n,N)EN?

Le calcul (formel) qui suit, en remplagant z par |z| (toujours élément de D), montrera donc la sommabilité de la fa-



mille ((pn,N+1 — pn,N)z")m NYel? et justifiera le résultat final.

Z pnzn = Z Z (pn,N+l _pnyN)Zn (pn= _lim ppN et pno= 0)

neN nelN NelN N—=doo

= Z Z (pn,N+1 _pn,N)Zn
NEN nelN

= Z ( Z Pn,N+12" — Z pn,Nzn> (les deux séries convergent)
NeN  neN nelN

= Z (Myg1 —Hn) +1; =0 (question précédente)
NEN*

= P(z). ( lim Iy = P(z))

N—+oco
Comme P(|z]) < 400, la sommabilité et donc le résultat du calcul précédent sont justifiés.

e La série > pn2" est convergente pour tout z € D donc son rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1.
Par ailleurs, pour tout n € IN*, on a p,,1 = 1 donc p,, > 1, ce qui montre que R < 1.
En conclusion, R = 1.

7. Soit t > 0. Pour tout 8 € IR, on a e *** € D donc :

T 7 +oo
/ e—lnGP(e—t-HG) do = / Zpke—ktez(k—nw do
RN — L ————
=1(0) O —he

Chaque fonction fj, est intégrable sur [—m, 7], la série de fonctions Y fi converge simplement sur [—, 7] vers la fonction
continue f et :

+oo T too
Z/ |fe(0)|d8 = Z%'pk(e_t)k < 400 car e < 1.
k=07—7 k=0

Par théoreme d’intégration terme & terme, on a donc :

ks “+oo -
/ 67m0P(€7t+19)d9 _ Zpke—kt / el(k—n)ed(g _ 27_‘_pn67nt7
=270k n

ce qui conclut.

C. Controle de P

8. e Toutes les séries qui suivent sont convergentes (par comparaison a la série géométrique > z™).

Partant de I'inégalité :
+oo  p

Z % (cos(nd) — 1) <0,
on en déduit : In(1 — z) + JFZOO o cos(nb) = 5 ﬁ(cos(n@) —1) < z(cosf — 1),
n=1 n n=1 n

puis : In(1 — x) + RL(ze"?) < z(cos — 1).
Par croissance de ’exponentielle, il vient :

(1 —2z)exp (%L(xeie)) < exp(z(cosf — 1)) puis (1 -— :r)| exp L(xew)’ < exp(—(1 — cos)x).

D’apres la question 2, on a alors :
1
(1 — l‘)m < eXp(_(]. - COS@)mL

ce qui conclut cette premiere partie de la question puisque 1 —x > 0.

5 1 A
e Ensuite, on a : P(ze') = Nl_i}njoo T okoine et P(z)= Nl_i)n_goo T
1 k=1

Par quotient et passage au module, il vient :




Comme pour tout k € IN* on a z* € [0,1] et k6 € IR, on peut utiliser la premiére partie de la question :

’ -z < exp(—(1 — cos(kf))z").

1 — pkeike

Par produit d’inégalités dont les termes sont positifs et passage a la limite, on obtient :

P(mew) . N k +o00 k
‘ P NgngeXp( (1 — cos(k6))z") exp Y, o0 —(1 —coskb)x
N =0 si k=0
_ 1 too ik k
—exp(—m—ﬁ—iﬁzk:oe x )
—oxp (ot + et )
9. On calcule :
1 1 _ 1 1—:1’6_7;0_ 1 1—xcosf
1—z 1—ze?® — 1-=x 1 —ze®2  1—x 1+22—2xcosl
 1+a2®—2zcosf— (1 —z)(1—mcosf)  2°(1—cosh)+z(l —cosb)
- (1—-2)(1—z)2+22(1 —cosh)) (1 —2)((1—x)2+22(1l —cosh))
> :E(l — COS@) . (1:2(1 _ COS@) > O)

(I —2)((1 —x)%+2x(1 — cosb))

D’apres ce qui précede et la question précédente, on a :

‘P@a%
P(z)

<exp| - z(1 — cosf) .
= 1—-2)((1 —2)%2+22(1 —cosh))

=A(x)

Dans le cas ou A(z) < —ﬁ, il n’y a rien & faire (par croissance de la fonction exp).

Supposons maintenant A(z) > —ﬁ. On a alors :
z(1 — cosf) < 1
(1—2)((1 —2)2+2x(1 —cosh)) ~ 3(1—=x)
3z(1 —cos ) < (1 — ) + 2z(1 — cos ) (1 —2)((1 = x)* 4 22(1 — cos0)) > 0)

) <
z(1 —cosf) < (1 —x)°
0<(1—x)°+2z(1—cosh) <3(1 —x)°

z(1 — cosf) z(l—cosf) _ 1—cos6
> =1/2 1- =
(22 +20(1—cos0) ~ 3(1—22 ° 6(1—2) (#>1/2>0et 1 -cosf >0)
z(1 — cosf) < 1—cosé (1—2>0)

T —2)(1—2)?+ 221 —cosh) © 6(1—xz)3

Par croissance de ’exponentielle, on conclut.

D. Intermede : quelques estimations de sommes

10. La fonction ¢n,« est continue sur ]0, +00[.

Etude en 0. L’équivalent simple :

T
Pn,a(z) ~ e 1
montre que ¢n,o est intégrable en 0.

Etude en +00. On a :

_ 1 . .
Ona(x) ~z"e ™ =0 (—2> par croissances comparées,
T
donc ¢« est intégrable en +oo.

En conclusion, ¢n,« est intégrable sur ]0, 4+oo].

Ensuite, la fonction ¢n,« est de classe C' sur RY et:

(nxnflefaz _ amnefaz)(l _ 671)71 _ mnefazn(l _ efz)nflefm

(1 _ e—a:)2n

Vo € RY, ¢n.q(z) =

xn—le—az
(1 _ efz)nﬁ»l ((

n—az)(l—e ") —nwe ).

La fonction ¢, . est continue sur ]0, 4+o0].



Etude en 0. On a le développement limité suivant :
(n—ax)(1—e ) —nze ™ = (n — azx)(z + O(z)) — nz(1 4+ O(z)) = O(z?).

Comme on a aussi : ) .
" e " " 1
~ = —
(1 _ e—z)n+1 $n+1 $2’

on en déduit ¢y, ,(z) = O(1), ce qui montre P'intégrabilité de ¢;, ,, en 0.

Etude en +o00. Comme précédemment, par croissances comparées, on a ¢, ,(z) = o (I%), ce qui montre l'intégrabilité
de ¢, o en +oo.
En conclusion, ¢;, ,, est intégrable sur |0, +ool.

11. e Pour tout k € IN*, on a 1 — e ¥ > 0 (puisque kt > 0), donc la fraction (sz%::;, est bien définie (et positive).

On a I’équivalent simple suivant quand k tend vers +oo :
knefktoz
(1— e Ft)n

Puisque ta > 0, on en déduit, par croissances comparées, que :

knefkta 1
(I—eFyn — ¢ (ﬁ) ’
. . N . . n_ —kta
ce qui montre, par comparaison & un exemple de Riemann, que la série Y (fiszt)” est absolument convergente donc

convergente.
e Par positivité des termes sommés, on a :

~ knefkta.

efta
Sn,a(t) 2 —— > 0.
0> Ty >
e Soit k € IN. Par intégration par parties, on a :
(k+1)t (k+1)t
/ (T — kt)on.o(x)dr = ton,o((k+ 1)t) — / Pn,a(x)de.
Kt Kt

=ag

Par intégrabilité de o, o et d’aprés le premier point, la série Y ax est convergente et :
+oo +oo e—(k+l)at 400
Zak = tZ((k + l)t) W — /0 @n,a(x)dl‘
k=0 k=0

1 +oo jne—jat “+oo
=" G _/0 #ra(w)de

j=1

—+oo
="' S a(t) — /0 On,a(z)de,

ce qui conclut.
e D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que :

Par I'inégalité triangulaire, on a :

+o0 +oo  A(k+1)t +oo
Zak < Z/ (m — kt) |oh.o(@)|dr < t/ |0h.o(®)|dz, (intégrabilité de ¢, o)
k=0 k=07 Kt — 0

<t ——
indépendant de t

ce qui conclut.

—x

12. Pour tout z > 0, on a |e~*| < 1 donc : =Y g (e

1—ez =0 —
W—ff( : =un (z)

Chaque fonction u, est continue (par morceaux) et positive sur IR .
La série de fonctions Y u, converge simplement sur IR et sa somme f est continue (par morceaux) sur IR} .
Par le théoréeme d’intégration terme & terme (cas positif), on en déduit :

+o0 Foo rtoo I 1 2
f, =3 [ e = 3 =
n= 1pp "=

Notons que le caractere fini de la somme montre 'intégrabilité de la fonction f, méme s’il était possible de le justifier
directement.



E. Controle des fonctions caractéristiques

13.

14.

15.

Notons {Zn }nen un ensemble de réels contenant I’ensemble des valeurs prises par X, avec, éventuellement, P(X = z,) = 0,
ce qui permet de traiter indifféremment les cas o X prend un nombre fini ou infini de valeurs. On suppose, naturellement,
la suite (zn)nen, injective. Comme les variables aléatoires cos(6X) et sin(6X) admettent une espérance, on peut utiliser le

“+oo
théoréme de transfert qui nous assure de la convergence absolue des séries Z cos(0zn)P(X = x,) et Z sin(0z,)P(X =
n=0
Zn) et nous donne
+oo
E(cos(0X) + iE(sin(0X) Z cos(0zn)P(X = zp) +1 Z sin(0z, )P(X = zy)
n=0

Comme les deux séries sont convergentes, on peut les regrouper par linéarité,

400
[E(cos(0X)) + iE(sin(0X))| = | > (cos(0xn) + isin(0z,))P(X = z,)
n=0
“+oo
La série Z P(X = x,) converge et vaut, 1. On peut donc faire passer le module & U'intérieur de la somme
n=0
[ee) —+o0
|Dx (0 Z |cos(0xr) + isin(0z,)|P(X = z,) = Z]P’(X =xz,) =1
n=0 n=0

Pour cette question, on peut utiliser & nouveau le théoréeme de transfert, qui nous donne, comme dans la question

précédente
Dox45(0) = E(cos(0(aX + b)) + E(sin(6(aX + b)))

oo 400
=Y cos(B(azn + b)P(X =x,) +i Y _ sin(0(azn + b))P(X = )
n=0 n=0
+o0o )
_ Z ez(aa:n+b)]P)(X _ mn)
n=0

On sait que X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1] (avec ¢ = 1—p), on peut donc prendre z,, = n, P(X =0) =0
et

P(X =n)=pg" " pour n >0
iaf

On reporte dans l'expression précédente, pour obtenir la somme d’une série géométrique de raison ge'®” et de premier

terme pe’(®1?)? Cette série converge, car !qei“0| = ¢ €]0;1[, On en déduit

i(a+b)0

+b o\n—1 _ P€
Paxu(0 Zel((m 'p(ge™ )= 1 — geiab’

n=1

Pour montrer que X* est d’espérance finie, on peut, & nouveau utiliser le théoréme de transfert. Selon ce théoreme, il
+oo

suffit de montrer que (n*P(X = n)),en+ sommable. Ou encore que la série E n"P(X = n) converge. On peut écrire, par
n=0
le théoreme des croissances comparées,

lim n®n"pg" ' =0, car g € [0;1]

n——+oo
+oo
On en déduit la majoration 0 < n¥pg" ™! = o (n—lz)7 sachant que la série E —; converge. Le théoréme de comparaison,
n
n=1
—+o0
N o) k. n—1
permet alors de conclure a la convergence de la série E n pq
n=1

Le théoréme de transfert permet alors d’assurer Iexistence de l'espérance de X*.
Pour montrer que ®x est de classe C*°, on applique le théoréeme de dérivation des séries de fonctions & ’expression

foo
0) — Z ezn@pqn—I.
n=1

Posons, pour 6 € R, u,(0) = e™pg™ 1. Alors, & n € N* fixé, la fonction u, est de classe C°°. Dans la question 13, on a
“+ oo

vu la convergence simple de E Un .

n=1



16.

17.

18.

Pour tout k € N*, on a

u;’”(e) — iFpFempgt o \uglk)(gﬂ < nfpgt,
(en fait, on est dans le cas d’égalité). Le membre de droite est le terme général d’une série numérique convergente. Il y a
convergence normale.
Les hypotheses du théoreme de dérivation des séries de fonctions est vérifié & tout ordre. On peut donc en déduire que

®x est de classe C*°, et on a
—+o0

VkeN", Vo eR, P 0) =S nFfife™pgn .
n=1

L’utilisation du théoréme de transfert, permet alors d’obtenir, dans le cas 6§ = 0,
% (0) = i"E(X™).

On utilise 'expression de la question 14, pour tout 0 € R,

0
__pe
Pour montrer ’existence d’une suite de polyndémes (Py)ren, on procede, classiquement, par récurrence en montrant
I'existence de Py pour tout k € N.

0) _ _pe®?
X T 1—gqeif"

Hérédité. Soit k € N. Supposons qu’il existe Py tel que Pr(0) = 1, pour tout 6 € R,

Initialisation. Pour le rang k =0, on a &x = @

On pose Py = 1, qui convient.

Pi(ge’)

(k) _ -k _i6
(bX (9) =pt e W

On peut dériver cette expression, ce qui nous donne

o
(1 _ qeiG)k+l
1
(1 _ qeie)k+1
—(k + 1)gie®
(1 _ qeie)k+2
_ pit+1gio Pr(ee”) (1 = qe) + ¢e" Pi(ge”) (1 — qe™) = (k4 1)ge” Pi(qe”’)
(1 _ qeie)kJrQ

®ETV(0) = pi* e Pr(ge™)
+ pikequieiGP]é(qeiQ)

+ pikei@ Pk (qeig)

11 suffit donc de poser
Pesr = (1= X)Pe+ X(1 — X)P, — (k+ 1) X Py.
pour obtenir le résultat. En substituant 0 & X, on obtient P (0) = Pr+1(0). Ainsi, la condition Py11(0) = 1.

Le principe de récurrence permet alors de montrer ’existence de Pk, pour tout k entier naturel, satisfaisant les propriétés
demandées.

Selon la question 15, on peut écrire <I>g?>(0) = i*E(X"*). La question 16, nous donne <I>()?>(O) = pik% = P’;—,(Cq).

On peut alors écrire I’égalité

1 P, -1 P — P (0
’]E(Xk)_ik :‘ k@€ ‘:‘ () - i )‘.
p p p
Cette derniére expression nous fait penser a utiliser le théoréme des accroissements finis. C’est possible, puisque P est
un polynéme, donc une fonction C* sur [0,1]. On pose

Cy = sup |P(t)|
te[0,1]

Bien entendu, selon la question 16, P ne dépend pas de p, il en va donc de méme de C%. Le théoreéme des accroissements

finis nous donne alors
Pr(q) — Pr(0)| _ Cky
pk s pk

- | =

On développe le membre de gauche suivant la formule du binéme de Newton,
E(X — E(X))") = E(X") —4E(X*)E(X) + 6E(X*)E(X)* — 4E(X)E(X)® + E(X)™.
On remplace les E(X) par des %, pour obtenir

1 1 11 1
E(XY —4E(X3)= + 6E(X?) = — 4= — + —.
(X% ( )p ( )p2 P



19.

On fait alors intervenir des E(X k) — pi,“ autant que faire se peut. On fait également attention a les retrancher pour
compenser.

1 1)1 1\ 1 1 1 1 1 1
]EX47—>74(EX37—)7+6(EX2f—)—+—f4—+6—74—+—.
(()p‘* ()p3p ()p2p2p4 pt pt  pt pt
1

Les termes en o1 8¢ simplifient. On utilise alors I'inégalité triangulaire,

1 1 4 1 6 1
E(EY) — = <|1EX4 - = +7‘EX3 - =+ 5 [E(X?) - 5
()p4()p4p()p3p2()p2
La question précédente nous donne
1 Ciq  4C3q | 6C2q
’E(E4) -3 S 4 4
p p p p

On obtient le résultat demandé, avec K = Cy + 4C35 + 6C5.

Sup(l,Y4) =Lyt Y41|Y|>1-

Les deux termes de cette somme sont des variables aléatoire admettant une espérance, puisque, d’'une part 1jy <1 est
bornée, et, d’autre part, on a la majoration
0< Y ys1 <Y

(théoréme de comparaison pour les espérances.) On peut alors passer au variables aléatoires Y2 et |Y|*, en utilisant les
inégalité

0<Y? <sup(l,Y*) et 0 < |Y?| <sup(1,Y?)
Puisque sup(1, Y*) possede une espérance, le théoréme de comparaison nous dit qu’il en va de méme de Y2 et de |Y|>.
Passons a la premieére inégalité, afin de ne pas refaire le coup du théoréme de transfert, et pour varier les plaisirs, on va
utiliser le théoréme de Cauchy-Schwarz. Si Z; et Z2 sont deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2, alors
leur produit Z; Z2 admet une espérance, et ’on a

E(Z1Z2) < E(Z1)?(E)(Z3)"?.
Comme Y* posséde une espérance, les hypothéses du théoréme sont vérifiées avec Z; = Y2 et Zo = 1. On obtient ainsi,
]E(YQ) < E(Y4)1/2E(1)1/2 _ E(Y4)1/2.

Pour la seconde inégalité, on aimerait utiliser 'inégalité de Jensen pour les espérances. Elle n’est pas au programme. Pour
rentrer dans ce cadre, on va utiliser, & nouveau, le théoréme de transfert. On note {yn }nen un ensemble dénombrable de
réels contenant les valeurs prises par Y. Bien entendu, on suppose la suite (yn)nen injective.

|Y'|® possede une espérance, donc, selon le théoreme de transfert, la famille (Jy,|*P(X = n)) est sommable et ’on a

+oo
E(YS) = Z |yn|3]P(Y = yn)'

On pose un = Zﬁ;o P(Y,, = yn), comme limy_, yoo un = 1, on peut écrire que puy # 0 pour N suffisamment grand. La
limite de pn, nous permet d’écrire

N
E(Y?) = lim =N
N—+oo /,LNn

|yn|3P(Y = Yn)-
0

Pour appliquer le théoréme de Jensen, on a notre somme. Il nous reste & trouver une fonction ¢, convexe (ou concave).
L’énoncé nous suggere o : t — t*/3, définie sur Ry.
Cette fonction est de classe C* sur R et sa dérivée seconde est
41 :
" —2/3
t) = -=t > 0.
¢ () =335

¢ est donc bien continue et convexe sur RT. Dans ces conditions, I'inégalité de Jensen s’écrit

N N
© < )\imz‘) < p(Aizi),
i=0 1=0

avec, pour N le méme que défini plus haut, A, = -L-P(Y

N
dans Ry. On en arrive alors a

Yn), €t Tn = |yn|®. Les A, sont alors bien de somme 1, les x,

N
4/3 _ ..
E(YP)" <lmN = +o0 Y (15 BV = ya) = EQ),
i=1
ou la continuité de ¢ nous a permis d’inverser limy_ 4+ €t . Pour conclure, il suffit de prendre la puissance 3/4 > 0 de
I’égalité obtenue.



Pour le lecteur intéressé, I'inégalité de Jensen donne directement le résultat. Comme ¢ est continue, convexe sur R4, on
peut écrire
3\4/3 3 3 4
E([Y])*? = o(B(Y ")) S E(p(|Y ")) = E(Y?).

20. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange. La fonction f : u — €™ est de classe C* sur R. On peut donc écrire

7 su " U
f (O)u < Plo,1] LF( )|\u|3

) = 7(0) = oy - £ < e

Ici, I'on a f(0) =1, f'(0) =i, f/(0) = =1 et f"(u) =™ = |f”’(u)| = 1. On en déduit

_ 2 3
Yu € R, 1 —jut L <|%.

On remplace u par Y0 et ’on prend ’espérance dans 'inégalité

. 3
e”“’—1—iY9+Y9 <]E<ﬁ)

E - | <
2 6

On utilise alors les relations |R(z)| < |z|, et |S(2)| < |#]|, valable pour tout z complexe. On utilise également le fait que
la valeur absolue de ’espérance est inférieure a l’espérance de la valeur absolue. On peut, ainsi écrire, sachant E(Y) = 0
comme Y est centrée.

By (0) — 1 — E(YTW —_ ‘E(cos(Y@) +E(sin(Y6) — 1 — E(Y)0 + E(YTQW
< ‘E(COS(Y@) -1+ E(YTZ)OQ + |E(sin(Y'0) — E(Y)4|

E(Y?)6?

cos(Y0) —1— 3

<
<2E<

3 3
o (2 <

On a utilisé la deuxiéme inégalité de la question précédente.

) +E (lsin(Y0) — Y0))

)

E(Y26?)

cos(Y0) +isin(Y0) — 1+ iY0 + 5

21. On commence par un petit lemme liminaire,

Yy eRy, eV —1+y| < %y?

Il va sans dire que le lecteur perspicace aura reconnu la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f :y+— e Y.
La fonction f est bien C? et I'on a f(0) =1, f/(0) = 1L et f’(y) = e, donc supg, |f”| = 1. On peut donc substituer
dans

[7w) = 10) = 1'O)g] < sup|1"ly?
Ry

On peut alors effectuer les calculs suivants

E(Y?)6? E(Y?)(6?)

‘qw(e) —exp (*TN < ’cpy(e) — 14 2O e GM) _q 4 EO)P

2 2

0P e L (EOYOPNT 0P asga 00
= 31E(Y) +3 5 = 3]E(Y) +8IE(Y)

F. Convergence vers une gaussienne

22. On procede par récurrence sur n > 1.
initialisation
Pour n =1, il n’y a rien a démontrer.
Pour n = 2, on écrit,

|z122 — urug| = |z122 — z1u2 + z1U2 — ULU2|
= [21(22 — u2) + (21 — ur)uz| < |21]-|2z2 — ua| + |uzl.|21 — w1

< |21 —ui] + |22 — ue|

puisque |z1] < 1 et |uz| < 1. On utilisera ce cas, n = 2, dans la suite du raisonnement.



23.

hérédité

Soit n € N, n > 2. On suppose que pour tous complexes (z1,...,25,) et (u},...,us), on a
n n n
/ /7 ! i
sz_Huk<E |2 — w|
k=1 k=1 k=1
Soient alors (21, ..., 2n, Zn+1) €t (U1, ..., Un, Unt1) des complexes. On applique '’hypothése de récurrence a,
/ / / /7 ! /
Z1] = Z1y.+-38n—1 = Zn—1,%p = ZnZn+1 et Uy = ULy ooy Up—1 = Un—1,Up = UnUn+1-
On remarque que le membre de gauche nous donne
n n n+1 n+1 n—1
/ 1|
2z — | | uk| = 2 — | | wk| < |2k — uk| + [2n2n+1 — UnUnt1].
k=1 k=1 = k=1 k=1

On applique alors la propriété au rang 2 pour conclure.
Le théoréme de récurrence permet alors de conclure. La propriété est vraie pour tout n € N*.

Notons, tout d’abord, que les résultats des questions 19 & 21 s’appliquent ici avec Y = Y. En effet, Zx suit une loi
géométrique, donc elle possede des moments & tout ordre, car sa fonction génératrice, Gz, (t) = 1f—tt est de classe C°° au
voisinage de 1. Il en va donc de méme pour Y. Cette derniére variable aléatoire est centrée : E(Yy) = kE(Zr —E(Zk)) =

On commence par utiliser la question 14, avec X = Zy, p=1—e" ", a =k et b= —kE(zs) = 1;7,,“, ce qui nous donne

L efkt)ei(k—k/(lfe*kt)G

H CI)Y’C (9) = H ( 1 — e—kt+iko
k=1

k=1

Selon la question 3, on a déja la limite suivante,

) n 1— efkt P(eieft)
ilinl 1— ek(w—t) = P(e‘t)
k=1

Il nous reste a étudier, lorsque n — +o0

ﬁexp ik1— ; 0 ) =exp —zei keikt _y e~ 051,1(8)
k=1 L—e M 1- ’

La somme dans exponentielle est justement la somme partielle de la série servant & définir S1,1(t), au début de la partie
D. En reportant dans l’expression du produit, en en utilisant m; = S1,1(t), il vient

tim [[ @) =m0 LD g )
n—rfoo L k Pe 1) ’

L’expression de o7 = S2,1(t) est donnée au début de la partie D

n —k

Po >
gy = m 5
¢ noroo £ (1 — e=t)2

On va alors simplifier ’expression suivante a ’aide de la question 22,

n k2 —kt 92 k267kt
[1 5.0 H P ( (1— e k)2 > 1, (0) —exp (_5 (1 — e ki) ) ‘
k=1

Pour pouvoir utiliser la question 23, il nous reste a faire le lien avec IE(Y,?). La variable aléatoire Zj suit une géométrique
de paramétre p = 1 — e~ ¥, On a donc les relations

n

<2

k=1

efkt

E(Zy) = Aoy

1
m et 'U(Zk) =

Comme Yy = k(Zx — E(Zy)), on en déduit v(Y) = k*v(Zy) = % De plus Y}, est centrée. La formule de Koenig-

Huygens, nous donne E(Y;?) = v(Y3) + E(Y%)?. On en tire E(V) = %
Avec tout cela, on va pouvoir utiliser la question 21 comme le suggere I’énoncé,

o flon (25 < oo (- 222)

2

bl
3 HM:
A

|0|3 4\3/4 04 4
< TE(Y,C) + gE(Yk)

B
Il
—

10



24.

25.

On applique alors la question 18 & la variable aléatoire X = Zj,

—kt
€

E(YY) = K*E((Z, — E(Zk))*) < k4Km.

On reporte dans I’expression précédente. On en arrive & la majoration (on a fait tendre n vers +o00)

762

3 +oo ;3 _3kt/4 too —kt
‘h(t,@) TS \0| K k’e k —4e

S R e

= K**|01°S5 54(t) + K6*Su1(2).

On utilise le développement limité de la question 11 qui permet d’exprimer un équivalent de S, o sous forme d’intégrale.

+o0 2 _kt +oo 2 —x
2 _ ke . i e
o = S2a(t) = kzl (= ") 150t t3/ [ —emoyz do+ 00/
2
= Do) = Tt

selon le résultat admis de la question 12. On a le droit de prendre la puissance 1/2 d’un équivalent, ce qui nous donne
bien o ~ ﬁ
On remarque, en passant, que ’on a de la méme fagon,

7'('2

+ 662

1

- —/+m£dx+0(1/t) - o(1/1)
Lot 2 0 l—e™® 0 ’

On reporte ceci dans Uexpression de (¢, u)

U L /332
C(t,u) = exp (Z;t (mt - 6?)) LT, P (zu — O(l/t)> o !

Pour expression de h(t,u/o:), on utilise la question 23 avec § = -, donc 040 = u.

3 4
2
‘h(t,u/at)—e*“ /2(<K3/4 L Syt + K % Sia(t)

On va montrer que les deux termes tendent vers 0 avec t. La question 11 nous donne déja S5 3/4(%) =, O(1/t?) ainsi
t—0

que Sa1(t) = O(1/t%), et on a vu, dans cette question 24, % = O(t°®). On peut donc écrire
t—0+ 9t t—0+

3
K¥* 2] 854t = 0% — 0
ot 3’3/4()t~>0+ ( )tHOJr
4
K v S471(t) = O(t) — 0

ot t—0t t—0t

Muni de ces deux résultats, on peut conclure sur la limite de j(¢,u)

lim ‘j(u,t) —e /%] = lim ’C (t, u)h(t, —) _e w2 — .
t—01 t—0+ ot

On note g : 60 — 17%';(9) pour [—m, 7] \ {0} et g(0) = L. Cest une fonction continue, dans la mesure ot 'on a le
développement limité

Locon(®) _ 1= (=02400%) _ 1,
02 00 62 0—0 2
On a, ainsi, une fonction continue sur U'intervalle compact [—7, 7]. Elle y admet donc un minimum atteint en un point
0" € [—m, 7). Il s’agit du théoréme des bornes atteintes. On pose o = g(6*). Pour montrer que o > 0, on raisonne par
Pabsurde, en supposant, o < 0, alors, comme ¢(0) = 1/2 > 0, le théoréme des valeurs intermédiaires nous dit que g doit
s’annuler.

Si 6 € [—m, ] vérifie g(8) = 0, alors, on a 1 — cos(d) = 0, donc 6 = 0. Ce n’est pas possible, car g(0) = 1/2.
On va alors montrer qu’il existe tg > 0, 8 > 0 et v > 0, tels que, pour tout ¢ €]0,to] et tout 8 € [—m, 7],

|h(t,0)] < e P9,

On ne traitera que la premiere inégalité. Pour la seconde, on procede de la méme fagon. On utilise la relation donnée au
début de la partie F, avec x = e, et to = In(2)
—im,0 P(e"te®)
h(t,0) =e ™0 = J
(t,0) b

11



On applique alors la premiere relation de la question 9.
P(e*tew)

.0 = [ < o (et ) <o (g2

Pour faire intervenir o, on va faire intervenir S2,1(¢), que ’on peut minorer

+oo k2Kt n —kt —t

e e
S2.(t :Z _km?Z I—e )2 (1—e )3

k:l k=1 (
—In(2)

On a ainsi les inégalités, sachant ¢ € [0,1n(2)], donc e™* > e

P(e te'?) ab? O _y¢0 Qa9 9
— 71K - < - < -
’ Pl | S exp 60— ) S exp ( G ¢ 0 51,1(15)) < exp ( 129 O't>

On obtient Iinégalité demandé, avec 8 = 3.

26. Conclure que Pour cette question, on utilise le théoréme de convergence dominée. On a, selon la question 24, 7o —zr ~+00.
t—0

On utilise la fonction, g définie sur ]0,to] X R, par

g(t» u) = j(ta u)l[—WUtﬂfUt]

At fixé, la fonction u +— g(¢,u) est continue par morceaux et intégrable sur R, car nulle en dehors d’un intervalle borné.
On a la convergence simple, selon la question 24,
2
Yu € R, g(t,u) — e /2,

t—0+

Il reste a établir I’hypothese de domination. Cela vient de la question précédente. On utilise la définition de la fonction
j. Pour tout ¢ > 0 et u réel,

u Cpu—a(lu)?/? 1
|g(t,u>|<\h<t,;t)\<sup(e put =l ):o(m)

Il s’agit bien de 'hypothése de domination, puisque la fonction u — u%H est continue et intégrable sur R.
Le théoreme de convergence dominée, nous donne donc

Ot —+o0

+oo
lim j(t,u)du = lim g(t,u)du = / e 2 gy = Von,

t—=0t J 1o, t—0t+ J_

selon le résultat admis en début d’énoncé.

G. La conclusion

27. On utilise la relation de la question 7, p, =

ntP —t T P —t+1i60

€ (6 ) emé’ ( )do
2 P(e~t)

On commence par s’intéresser a la fonction sous le signe intégrale. On a, selon la définition de h(t,0) et de j(¢,u) donnée

au début de la partie F. On pose 6 = u /oy

-

in6 P(e_tew)
Pe™?)
Le choix de t proposé par I’énoncé, nous donne n = 7r2/(6t2). On peut donc simplifier 'exponentielle. L'intégrale a étudier
s’écrit f j(t,00:)de.

On effectue le changement de variable, C* sur [—7, 7], § = u/o:. En utilisant la question 26, on en arrive &

E LY L]

t—0t ™ ™

_ z(nert)Gh(t 9) 1 n+mt)0 (—i0(my¢— m) (t 90_) 1(n+7r2/(6t2))0 (t 90'15)

™ Ot
/ j(t,@at)dazat_l/ Jj(t,u) du
—r —moy

Pour le facteur P(e™"), on utilise alors la relation de 1’énoncé. On obtient un équivalent de prn, lorsque n — +o00, ou, ce

qui revient au méme ¢t — 0*. On exprime d’abord p,, en fonction de t, sachant que n = g t2

et /60 [ /(60 /6t 2/(3t) 1 ft

On remplace alors ¢t par son expression en fonction de n. Cela nous donne

JY . SRR DR S . S S Gy )
P oo O 7/3/(2n) ) 272" 3 x2n 4/3n P 3/
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