PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Composition n°4, une correction

Exercice 1
Partie I - Déplacement aléatoire sur un tétraedre
1. Les événements (X, = 1), (X,, = 2), (X,, = 3) et (X,, =4) forment un systéme complet d’événements. Ainsi :
an + by +cp+d, =1.
2. Ona J? =4J et J3 =4J% = 42].

Supposons que pour un certain k € IN* on ait J¥ = 4¥=1J. Alors J*+1 = 4F=1J2 = 4% J. Ainsi, puisque J = 4°J,
on a démontré par récurrence que pour tout k € N* on a J¥ =417,

3. La matrice de transition de ce graphe est la matrice carrée d’ordre 4 ou le terme figurant en ligne i et colonne j
est égal au poids de 'aréte allant du sommet ¢ vers le sommet j si cette aréte existe ou a 0 sinon. Cela justifie
que la matrice de transition est :

=171,

—
e =)
= —= O
— O = =
O = =

4. Soit n € IN. Les événements (X,, = 1), (X, = 2), (X,, = 3) et (X,, = 4) forment un systéme complet
d’événements. Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales :

4
tin = PO = 1) =3 Pt = 1K, = )
j=1
=0 =1/3
+ Prx, =3/ (Xns1 = 1) P(Xy, = 3) + Pix,,—4)(Xn1 = 1) P(X,, = 4)
=1/3 =1/3

1 1
= g(bn +cp + dn) - 5(1 - an)

On trouve de la méme maniere :

brt1 %(an +cn +dy)
Cn+1 = %(an + bn + dn) .
dn+1 = %(an + by + Cn)

Cela signifie exactement que L, 1 = L, T.

5. Si pour un certain n € IN on a L,, = LyT™ alors : L1 = L,T = LyT"T = LoTr+!.
Comme Lo = LyT° on peut conclure par récurrence que pour tout n € IN on a L,, = LoT".

6. La matrice T est symétrique réelle : elle est diagonalisable sur M4 (IR).

7. Réduction de la matrice T'.

1 1 1
a) La matrice T + §I est §J donc est de rang 1. Il en résulte (théoréme du rang) que dimker(T" + gl) =3et
1
ainsi —3 est valeur propre de T' de multiplicité géométrique 3.

b) On TU = U.



1
c) e D’apres la question 7a, —— est valeur propre de T' de multiplicité géométrique 3 et comme les colonnes de

1
la matrice T + gl sont toutes égales on en déduit que :

1 1 1

1 — 0 0

ker(T + §I) = vect o l-t=il: | o
0 0 —1

e D’apres la question précédente, 1 est valeur propre de T et ’espace propre associé est la droite vect(U).

e On a ainsi T'= PDP~! avec :

1 0 0 0 1 1 1 1
0 -5 0 0 1 -1 0 0

= 3 =
P=1lo o -t o] *FP={1 0o -1 o0
0o 0 0 -1 1 0 0 -1

8. Une récurrence (& faire) montre que pour tout n € IN on a : 7% = PD"P~1,

9. a) La matrice T est diagonalisable et Spec(T) = {—%,1} : selon le cours, P = (X —1)(X + %) est un polynéme
annulateur de T
b) Soit n € IN. On écrit la division euclidienne de X™ par P : il existe un unique couple (Q,, R,) dans IR[X]
tel que :

X" =PQ,+ R, (%)
deg R,, < deg P

On peut écrire R,, = o, X + B, et en évaluant (x) en 1 et —1/3 on obtient le systeéme :

<S>{“"”3":1 ,

3 3
ce qui permet de trouver o, = 1(1 —(=3)") et fn=1— 1(1 — (—=3)™). 1l vient alors :
T" = P(T) Qu(T) + Rp(T) = Ro(T) = o, T + Bl

——

10. a) D’apres la question 5, pour tout n € IN on a : L, = LoT™ avec Lo = (ao, bo, co, dp)-
Soit n € IN. Avec la question 9b, on a :

(an; b’na Cn, dn) = O[n(ao, b07 Co, dO)T + 5n(a07b0; 007d0)'

Ainsi il vient :

Q

an = G (bo +co+do) + Brao
%+ (ao + co + do) + Bnbo
Cn = g(ao-i-bo-‘rdo)-f—ﬁnq).
dp = 2%2(ao+ bo + co) + Bndo

S
3
Il
9

Q

Q

|

3 1
Or o, — - et 8,, — —. Ainsi, comme ag + bg + ¢g + dg = 1, il vient :
+oo 4 +oo 4

| =

a C
n 1) mn 17 mn

2 b —
o 47 " to

=

Les résultats obtenus & la question 10a signifient, puisque la vitesse de convergence des suites (a), (b,), (¢y)
et d,) est la méme, que quelque soit la position initiale du mobile au bout d’un certain temps n le mobile
aura presque la méme probabilité de se trouver sur un des sommets du tétraedre.



Partie II - Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

1. f:2 — e % est de classe C? IR et pour tout x réel on a f”(z) = e® > 0. Ainsi f est convexe. La courbe
représentative de f est donc au-dessus de toutes ses tangentes en particulier de celle au point d’abscisse 0. Ainsi
pour tout z réel on a f(z) = f'(0)(z — 0) + f(0).

Conclusion. ‘Pour tout réel zonal—x <e™ ®

2. a) La série de terme général P(A;) est & termes positifs et divergente et il en va de méme de la série Z P(A;)
ik
donc la suite de ses sommes partielles tend vers +oo :

R NDLC

b) e Soit n > k entier. On a, d’apres les formules de Morgan :

P(C) =1~ P(C) =1~ (UA>1P<Q&>

Comme (A;);en+ est une suite d’événements indépendants, (A;);emw+ est encore une suite d’événements
€ ’ €
indépendants et ainsi

n

PC) =1-[[P(A)| (©)

i=k

e Soit n > k entier. Pour tout ¢ dans {k,...,n}, d’apres la question 1, on a d’apres la question 1 :

P(4;) =1 P(4;) < exp(—P(4;))

Par produit : ﬁ P(A; H exp(— = exp < Z P(A )

i=k

Ainsi, avec (©), on obtient | P(C,) > 1 — exp(— ZP(Al)) :
i=k

e On a vu que lim E P(A;) = +oo donc, par composition des limites, on obtient
n——+o00 4 i
i=

Jm exp (— Zk P(Ai)> =

Mais on a pour tout n > k entier :

i=k
Par sandwich, il vient : | lim P(C,) =1/
n—-4o0o
n n+1
c) e Pour tout n > kona C, = UAZ-C UAi:Cn+1 donc.
i=k i=k

La suite (Cy,)n>k est croissante pour U'inclusion : le théoréme de convergence monotone affirme alors que 'on
a

+oo
P (U Ci> = lim P(C,) =1
i=k

d) e On procede par double inclusion.



7 +o0
— Soit 7 > k un entier. On a A; C U A; =C; C U C,,. Ceci étant vrai pour tout ¢ > k on a
j=k n=k

ainsi :
+oo +oo
UaiclJcn
i=k n=~k
+oo
— Soit w € U C,. Il existe alors m > k entier tel que w € C,,.
n=~k
m
Or C,, = U A; donc il existe un élément ig de {k,...,m} tel que w € 4,,.
i=k
400 —+oo +oo
Par conséquent w € U A; et ainsi U A; D U Ch.
i=k i=k n=~k

+oo +oo
On a donc UAi: UC"'
i=k n=~k

—+o0 —+oo
e On a alors P (U Al—) =P (U Cn> =1.
n==k

i=k

3. Appelons P, I'événement : « obtenir PILE au n-iéme lancer ». L’indépendance des lancers donne I’'indépendance
des événements de la suite (Psy, N Popt1)nen+ done de la suite (A,)pew+ puisque A, = Pa, N Py,41 pour tout
n > 1 entier.
De plus pour tout n € IN* on a P(A,,) = P(P2y,NPapi1) = P(Pay) P(Pant1) = p? donc la série de terme général
P(A,,) diverge grossiérement.
D’apres la question précédente on a alors pour tout k& dans IN* :

P ([‘p) -

Ainsi la probabilité d’obtenir deux PILE consécutifs a partir du k-iéme lancer vaut 1 pour tout k& de IN*.

Conclusion. ‘ La probabilité d’avoir deux Piles consécutifs apres un lancer fixé est 1 |.

Exercice 2

Partie I - Un calcul d’intégrale

1. Soit k € IN*. La fonction t — te™** est continue sur [0, +ool.
+oo 1 +oo
Par changement de variable affine u = kt, les intégrales impropres / tFe =kt dt et 72 / ue” *“ dt ont méme
0 0
nature. Mais :

—+oo
/ we " dt =T(2) = 1.
0

—kt

Conclusion. Comme il s’agit d’une fonction positive, la fonction ¢ — te™"* est intégrable sur ]0, +o00[ et :

oo kt 1
te™"dt = —.
I

+oo t +o00 te_t +o0 +00
2. «On a :/ n dt = / dt = / Zte—(71+1)t dt.
0 et —1 0 1-— e*t 0 —

e Considérons la suite de fonctions (f,,)n>0 définie pour t > 0 et n € IN par : f,(t) = te~ (Tt

— chaque f,, est continue et intégrable sur [0, +o00[ car f,(¢) = o(1/t%).

— la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, +oo[ vers f qui est continue sur ]0, +o0].
n=0



— Chaque f,, est intégrable sur ]0, +oo[ d’apres la premiére question.

— La série numérique E converge donc (d’apres la premieére question) la série numérique

n=0

+o0
Z/ | fn(t)| dt converge.
0

n=0

(n+1)2

Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique. La fonction f est intégrable sur ]0, +00[ et :

oo 4 1t r+too too 1 2
dt = t)dt = — =
[ ama=X [ noa=X orn =g

n=0

Partie II - La fonction zéta

3. Par Riemann, on a immédiatement D, =]1, +o0].

4. Supposons que la série de fonctions Zun converge uniformément sur ]1,+oo[. On a, pour tout n € IN* :
n>1

1

Le théoreme de la double limite assure alors que la série Z £, converge, ce qui est profondément stupide.

n>1

Conclusion. La série de fonctions g u, converge uniformément sur |1, +ool.
n>1

5. Pour tout n € IN* la fonction u,, est continue sur |1, 4+o00[ et on a, dés que x > a > 1 :

1
ne
~—

indépendant de

|un ()| <

Il en résulte que : |u, |, la,to0] S —5- Comme ¢ (a) est bien défini, la série de fonctions E Uy, converge norma-
[a, n
n>1
lement, donc uniformément, sur [a, +o00[ et ainsi la fonction ¢ est continue sur [a, +o00].

Conclusion. Ceci étant valable pour tout a > 1, la fonction ¢ est continue sur D, =]1, 4+o0].

6. Pour tout n € IN* la fonction u,, est de classe C* sur 1, +o0[ et on a : ul,(z) = (Inn)u, (z).
Enfin, poura > 1let x > aon a :

1
()| < ()
———
indépendant de z
. Inn
Il en résulte que : HunHooﬁ[a’Jroo[ < —
. Inn — - , ., 1lnn .
Mais pour 7y €]1,a[, on a ny—- —+> 0. Ainsi la série de terme général —— est convergente, donc la série de
n n—-+00 n

fonctions g uy, converge normalement, donc uniformément, sur [a, +o00].
n>1
Il en résulte que la fonction ¢ est de classe C! sur [a, +-00[ avec dérivation terme & terme.

Conclusion. Ceci étant valable pour tout a > 1, la fonction ¢ est de classe C' sur D¢ =]1,+oc[ et on a :

+oo

In
)= .
n=1

1 sin=1
7. Pour tout n € IN* on a : u,(x) — A, = . .
z—+o0 0 sinon



Comme la série de fonctions Z u, converge uniformément sur [2,+oo[, le théoréme de la double limite s’ap-

n=1

plique :

8. a)

c)

+o0
i () =3 A =1

—xlInt

1
La fonction ¢ — == est décroissante sur [n — 1,n + 1] donc, pour tout ¢ € [n — 1,n] et s € [n,n + 1]

on a :

n+1 d 1
On integre 'inégalité (1) entre n et n + 1 (les bornes sont dans le bon sens) pour obtenir / D e

w\ x
n s n

1 Toodt
on integre I'inégalité (2) pour obtenir — < /
n n

ot
) s | noodt
Conclusion. < — < —.
n

T LT

Soit ¢ € D¢. D’apres la question précédente, puisque les objets (intégrales impropres et série) qui interviennent

convergent, on a :
XAt Xmodt
Y[ Eswasy [ F
n=2Y/n-1

n=2"Y"
—_——— —_——
/+°° dt /+°° dt
s [ N [
11 vient ainsi d ite : 1+ L <C(z) <1+ !
vient ainsi de suite : —— < ((2) < _
(x —1)2=—1 x—1

On a

1
~ — t ainsi — .
(x —1)2771 g1+ (x— 1) a—1+ oo et ainsi ¢(z) T 1t oo

9. L’allure du graphe de la fonction ¢ est pour le lecteur.

Partie III - Etude d’une fonction définie par une somme

10. Soit x > 0 réel. Montrons que la série numérique Z fn(x) converge.
n>=1

— Si & =0, pour tout n € IN*, f,,(z) = 0 donc la série numérique Z fn(x) converge.
n>1
Siz>0 tout n € IN* : fnl(2) - ’
iz , pour tout n ona: fp(x T o) e n?
T2
Comme la série numérique Z — converge, il en va de méme de la série numérique Z fn(x).
n

n>1 n>1

Conclusion. La série de fonction Z fn converge simplement sur [0, +00[.
n=1

X €T

11. e Pour tout n € N* et € [0,+o0[on a : |f(z)] = ——— < = < % des que z € [0,a] ou a@ > 0. Ainsi,
n

(n+z)n — n2

a . Ve 7’ /. /.
pour tout n € IN*, | fu] 0. < 3 qui est le terme général d’une série numérique convergente.

Il en résulte que la série de fonction E fn converge normalement donc uniformément sur [0, a]. Comme chaque

n>1

fonction f,, est continue sur IR™, la fonction f est continue sur [0, a]. Ceci étant vrai pour tout a > 0, la fonction

f est continue sur [0, o0

e Si x < y dans [0, +00[, on a de suite, pour tout n € IN*, f,,(z) > fn(y), donc f(x) > f(y) : la fonction f est

décroissante sur [0, +o0].



12. On va utiliser le théoreme de dérivation version C* des séries de fonctions. Soit k € IN*.

— Pour tout n € IN* la fonction f,, est de classe C° sur [0, +oo[ et pour tout i € IN* et > 0 on a
(récurrence immédiate sur 7) :

(—1)%!

D(p) = — 2L~
@) = oy
— Soienti € N*et2 > 0.0na ,(LZ)(:E)‘ < W qui est le terme général d’ une série convergente.
n+x
Ainsi la série de fonctions Z f,(f) converge simplement sur [0, +oo[, valable aussi pour ¢ = 0 d’aprés

n>1
la question 10.
— Soient a < b dans [0, +o0[. Pour tout = € [0,+o0c[ et n € IN* on a :
1
(n)F+1”

FP@)| <

1
. . S . . (k)
Comme la série numérique E>1 7(71) w1 converge (k > 1), la série de fonction E>1 %) converge
nz nz

normalement donc uniformément sur [0, +oo].

Ainsi f est de classe C* sur [0, +o0] et on a pour tout z > 0 :

X (=1)kR!
fP() = Z (rf + i)kﬂ :

n=1

Ceci étant vrai pour tout k € IN*, f est de classe C°.

x

t
13. Soit z € IR. La fonction A : ¢t — 1

X

est continue sur |0, 1[.

T 7 tog‘ — 1. Comme t — t* est intégrable en 0 si et seulement si —x < 1 i.e. z > —1, la fonction A est
- —

aussi intégrable en 0.

Puis

Enfin, en posant u =1 —¢, on a :

t* —1 1—u)* -1 —
_{1-v _ w0y — -
1—1¢ u u—0 u u—0 u—0

donc h est prolongeable par continuité en 1.
1,z

Comme h est de signe constant sur ]0, 1] 'intégrale impropre / dt est convergente si et seulement si

o 1—t
> -1
1 X
14. Soit > —1. Pour tout ¢ €]0,1[ on a T = Z t" (série géométrique). Ainsi :
n=0

1 =1 1 /+oo
dt = / ha(t) | dt
ol pour tout n € IN et ¢ €]0,1[ on a hy,(t) = (¢* — 1)¢™.
On va alors utiliser le théoreme d’intégration terme a terme.

t* —1
1—-1¢

— La série de fonction Z hy, converge simplement sur ]0, 1 vers la fonction h : t —
n=0

qui est

continue sur |0, 1[.
— Chaque h,, est continue sur ]0, 1] et intégrable sur ]0, 1[ puisque :

— prolongeable par continuité en 1;
— hn(t) oot t* ol oy = min(n,n + 1) et t — t** est intégrable en 0 car a, > —1.
—

— Soit n € IN. Comme h,, est de signe constant sur ]0,1[, on a :
1 1
|z]
= = ~ >
[ttt ar=| [ o o~ 25

1
qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi la série numérique E / [hn(t)] dt est
0
n>=0

1 1
n+x+1 n+1

convergente.



Le théoreme d’intégration terme & terme s’applique. La fonction h est intégrable sur ]0,1[ (ce que 1'on savait)

et on a: ) I oo X X
/Oh(t)dt:g/o hn(t)dtzz<n+z+1—n+1):f(:v).

n=0

dt.

T
c’est-a-dire : f(x) :/

Exercice 3 - L’équivalent de Stirling

1. L’application f, : t — t*“le~t est continue sur Pintervalle |0, +oo; les seuls problemes d’intégrabilité sont en
0 et en +o00.
e Au voisinage de 0,  f,(t) ~t*~!  donc, d’apres les intégrales de Riemann f, est intégrable sur ]0,1] si
et seulement si 1 —z <1, soit z>0.

e Au voisinage de +0o,  f.(t) = o(1/t?) par croissances comparées et, pour des raisons analogues, f, est
donc intégrable sur [1, +oo].

e Finalement f, est intégrable sur IR’ si et seulement si > 0.
+oo
Conclusion. L’intégrale impropre / t*“Le~t dt converge si, et seulement si, z > 0.
0

2. Soient x>0. et (u:tr——>t*) et (v:tr— —et).
Les fonctions u et v sont de classe C! sur |0, +00[ et uv possede des limites finies (et nulles) en 0 et en -+oo.

Donc par théoréme d’intégration par parties, f]o, oo uv’ et f]o, oo u'v  sont de méme nature et en cas

/ ! +OO !
uv = [’U/U} — / u v.
10,-+00] 0 10,+00]

Or dans f]o ool uv’  on reconnait I'(z 4+ 1) qui est donc une intégrale convergente, et on a alors :

de convergence

+oo
Mxz+1) = [—tzeft}g_woo + / ot*le7tdt = 2T (z).
0

‘Ainsi Ve >0, I'(z+1)=al(z). ‘

Un calcul direct donne :
r1) =[] " =1

La formule précédente donne alors par récurrence
VnelN*, TI'(n)=(n-1)!

3. Pour n €N, on pose un:I‘(n—i—%).
On a uozf(l) et, VmnéeN, un+1:2”2—+1un:wun. Ainsi,

2 I(n+1)
n—1
. (HekreE+)) (@2
e “"‘(H) 4k +1) P TITE

ce qui est également vrai pour n = 0. ,
Or, le changement de variable ¢ =u? donne : ug = f0+°° t=12etdt =2 f0+°o e du = /7. On en déduit :
VneN, T(n+3)= @)t /r— (2n)

4m n) 221 nl
4. Remarquons que puisque la fonction In est continue sur [1/2, +00], les pj sont bien définis pour tout k dans IN*.
Soit n > 2. La relation de Chasles et les propriétés du logarithme fournissent :

n—1 n—1 n—1/2 n—1/2
> o= (H k)—/ hltdt:ln(n—l)!—/ Int dt.
k=1 k=1 1

/2 1/2

La convention citée par I’énoncé dit que ce résultat reste valable pour n = 1; donc par la question 2 :

n—1/2 n—1
Vn e N, lnF(n):/ lntdt+2pk.
1/2 k=1




. Fixons k dans IN*.  Le changement de variable wu =+t —k fournit :

k+1/2 1/2 0 1/2
/ Int dt = / In(u+ k) du = / In(u + k) du + / In(u + k) du.
k 0

~1/2 ~1/2 —1/2
Puis en posant w = —u, ona f01/2 n(u+ k) du = fl/ In(k — w) dw. Finalement :
1/2 1/2 1/2
P = lnkf/ ln(tJrk)dt*/ ln(kft)dt:/ 2lnk —In(t+ k) —In(k —t)) dt
0 0 0

1/2 k2 1/2 k2 42 1/2 2
- m(—" ) ar= () = —In(1-—
/o “(<k+t><kt>) i / ( 2 )dt / “( k) a

. Par croissance de la fonction (x — —In (1 — x)), on obtient :

1/2 1 1 1 1
0< pr < -1 dt=—=In(1- — ~—
Pk /0 n( 4k2) 2 n( 4k2> k2

la série ), oy« pr converge.

Les théoremes de comparaison sur les séries permettent de conclure que

. La fonction In admet pour primitive (¢ — tInt — t). Donc, pour n € IN* :

n-1/2 1 1 In2
- n—1/2 n
/1/2 lntdt—[tlnt—t]1/2 —(n—2>ln(n—2)—n+2+1
1 1 1 In2
Or nf1 In 17i ~ - donc lim nf1 In 17i :71. Donc :
2 2n ) n—+oco  2n n—+oo 2 2n 2

n-1/2 1 n2 1
/1/2 lntdtz(n—2>lnn—n—|—n2—|—2+o(1).

D’apres la question 6, il existe un réel £ tel que 22;11 pr =€+ 0(1) donc, d’apres la question 4 : 3 ¢ €
IR/ In[(n)=(n—3%)Inn—n-+c+o(l).
On en déduit que I'(n) = exp ((n — L) Inn —n+c+o(l)) =n""2 e e 2.
Comme lim e°) =1, on obtient bien I'(n) ~ e n™"z ™.
n—-+oo —+oo

" 1
. En utilisant le changement de variable u = —, on obtient : I';,(z) = n® / w1 —u)" du.
n 0

. Montrons par récurrence sur n € IN* 'assertion H,, suivante : |V >0, T,(z)=

e Initialisation :

L v gt 11 1”11
Va>0, Fl(x):/um_l(l—u) duz{u—u ] :(— ): :
0 z—0 €z

r x+1

Cela prouve que H; est vraie.
e Hérédité : supposons H,, vraie a un rang fixé n et montrons que H, 41 est vraie.

Prenons ¢ >0. Ona TIj,i1(z)=(Mn+1)* f ur— 1 )n+1 du.
On procede & une intégration par partles A 'aide de

Ve €]0,1], a(u)=1—-u)"" ow)=—-n+1)1-u)", B =uv"" Bl =—.

Comme x>0, lim,,oa(u)f(u)=0 et «(1)8(1)=0, donc

! u® n 1 T (z
Fn+1(x)=(n+1)w/0 (n+ (- du = ¢ +;) r r(ﬁt 1)
(n+1)*+! n!
Mo x (z4+1D)(z+2)...(x+1+n)

B (n+1)% (n+1)!
zz+1D)(z+2)...(x+n+1)

Ainsi H,, 41 est vraie.



10.

11.

e On a bien montré le résultat par récurrence.

Désignons par  (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur ]0, +oo[ par :

fn(t):{(l—ﬁ) =1 si t€)0,n]

0 si t>n.

Pour x>0 fixona: Vn>1 T,x)= OJFOO fn(t) dt.
Vérifions les hypotheses du théoreme de convergence dominée :
— Les fonctions f,, sont continues (par morceaux) sur I'intervalle d’intégration IR} .
— Convergence simple de  (fn)nen+ :
Onfixe ¢t>0. Alors IngeIN* /Vn>=ng 0<t<n.

i 1) =ex (an (1-£)) o (n (L e (1)) ¢t cmpictat e

et donc lirf fa(t) = et t*~1. La suite de fonctions (f,)nemw+ converge donc simplement vers la
n—-+0oo

fonction  f:t+—— e " t*71,  continue sur IR
— Domination : Par concavité de In, on a Vu > —1, In(1+u) <wu, et par croissance de 'exponentielle :

Vtelo,n], 0< fult) <7t enn(1=5) g gl
et I'inégalité reste vraie pour ¢ >n. Donc
Vit €], +oof, 0< fu(t) <t le™ = f(t)

et f est intégrable sur IR puisque I'(z) existe.
Le théoreme de convergence dominée s’applique et donne

+oo
lim T, (z) = / et dt = T(z).
0

n—-+o0o

La question 10 fournit :

z nl

V>0, D)= li .
©>0, T@)= M e  wrn)

Fixons x > 0. Une récurrence utilisant le résultat de la question 2 montre que :
VnelN*, T(@+n)=@+n—-1)(z+n-2)...(z+1)zl(x)

Donc
Nxz+n) zxz+1)...(z+n)T(x) N z(x+1)...(x+n)l(x)

I'(n)n®  (z4+n) (n—1)!'n® notoo n! n®

r r
On déduit alors de la question ?? que lim M = lz'.e.M ~
n—+oo I'(n) n® [(n) n® n—+oo

1
r <2 + n) ~T(n) /n. Puis la question 3 fournit 22 /7 ~ T'(n) /.

1
1. Avec =z = 3 on obtient

2271 p

Mais d’apres la question 2,  (2n)! =T(2n+1) et n!=nl(n). Donc T'(2n+1)/m ~nl?(n)/n22".
On utilise ensuite la question 7 sur I'(2n + 1) et I'*(n) et on arrive &

. Cn+1)V2etym (2m+ 1\,
e’ ~ ()2 ~ o e V2.

n——+oo 2n

2n
2 1
Or lim (n—l— ) =e donc e =+2m.
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