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Composition n° 2, une correction

Exercice 1 - Les opérateurs de translation et de différence

Partie I - L’opérateur de translation

d
1. Soit P = Z ar X", un polynéme non nul de R,,[X], de degré d = deg(P) (i.e. aq # 0).

k=0
Alors, 7(P) est de la forme :

d d—2
P(X +1)= Z an(X +1DF = g X + (dag + ag_1) Xt + Z b X"
k=0 k=0

Comme ag # 0 : deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P)
2. Notons que 79(P) = Pet que si 7°(P)(X) = P(X + k) pour un certaink € IN, alors 7*+1(P)(X) =
T(TF(P))(X) = P((X + k) + 1) = P(X + (k+1)).

Ainsi on peut conclure par récurrence que :
VkeN, 7(P)(X)=P(X + k)

3. D’apres la formule du binéme de Newton (changement d’indice ¢ = h + 1),

Vj € Nopr, 7(P)(X) = (X 4+ 1) = ]i (j . 1>Xh _ XJ: (Z - DP@-

h=0 i=1
M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc :
j—1

N j our < j
Vi,jel,n], (M);; = { (101> sri)non !

4. e La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale.
Il s’agit des nombres (;j) =1.

e Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice unité, et donc elle serait égale
a la matrice unité.

Conclusion. La matrice M (donc 7) ne sont pas diagonalisables.

5. e Comme 0 n’est pas valeur propre de 7, 7 est injectif, donc bijectif comme endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie.

e Puis on considere 7 : R,[X] — R, [X], P(X) — P(X —1). C’est un endomorphisme de R,,[X].

Il vérifie de plus : ToT =T o7 = id.
Conclusion. 771 (P)(X) = P(X —1).

e Comme pour la question 2, on montre que pour tout k¥ € N, on a 77%(P)(X) = P(X — k) : la
formule est toujours vraie.



6. Avec I'expression de 71, on applique la méme méthode qu’a la question 2 et on obtient :

Vi € Nusr, 7 (B)(X) = (X i("”) o = i(—l)j—i(‘jji)a

h=0 =1

_q)i—i(i-1 <
Ainsi : Vi,j € [L,n], (M71);; = { (—1) (,_1) pour 1<
’ 0 sinon

7. Si @ est une matrice qui convient, la k + 1-iéme ligne du calcul V = @ x U donne

n+1 k L
vk =D Qi1 Ui = < '>uj
=1

i=o N

Ainsi, pour trouver une matrice convenable, il suffit d’identifier (apres changement d’indice) :
k-1 .
o pour <k

Qk,j:{(j 1) IS

0 sinon
Conclusion. La matrice Q = M T convient.
8. Comme la matrice M est inversible, Q = M7 l'est également et Q~! = (MT)~! = (M—HT.

Puisona V =Q x U si et seulement si U = Q= ! x V = (M~HT x V.
La k + 1-iéme ligne de ce denier calcul donne alors

n+1 n+1 n
Uk = Z ((M_I)T)kJrl,jUj*l = Z ((M_l))j,kJrlUj*l - Z ((M_l))j+1,k+lvj
j=1 j=1 §=0

ce qui donne la formule d’inversion

k
9. @ On a alors v = Z (j) M= (\+1)"

J=0

e On vérifie sans probleme la formule

B ()5 (et~

Jj= J=

Partie II - L’opérateur de différence

1. Avec les mémes notations qu’a la question 1 , avec P non constant on a. :

d—2 d—2 d—2
J(P)(X) = agX+(dag+aq) X'+ bpXF—agX—ag 1 XD ap XF = dag X4 o X*
k=0 k=0 k=0

Comme aqg # 0 :

‘si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(d(P)) = deg(P) x cd(P) ‘




6.

. @ D’apres la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(d(P)) = 0, donc §(P)

n’est pas nul. Ainsi, si 6(P) = 0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne §(P) = 0.
Il en résulte que ker(d) = Ro[X].

e La question précédente montre aussi que Im(d) C R,,—1[X].
Or d’apres le théoreme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 — dim(ker(d)) = n = dim(R,,_1[X]).

Conclusion. On a : Im(6) = R,,—;[X].
e On suppose que pour un certain j < n on a ker(8’) = R;_1[X]. Ainsi on a les équivalences :
P cker(68' ™) < 671 (P) = 0 = 07 ((P)) < §(P) € Rj_1[X]

De 1a : '

P cker(68 ™) & deg(P) = deg(6(P)) + 1< (j — 1)+ 1 =j & P € Rj[X]
On peut conclure par récurrence que : Vj € [1,n], ker(67) = R;_1[X].
e Si P € Im(07), alors il existe Q € R,,[X] tel que P = §(Q).
Or une récurrence simple (suite arithmétique) montre que deg P = deg(Q)—j, donc deg(P) < n—j.
Par conséquent, P € R,,_;[X], et donc Im(87) C R,,—;[X].

Le théoreme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, ce qui permet
de conclure que : Vj € [1,n], Im(67) = R,,—;[X].

Notons A, la matrice de ¢ dans la base (Fp).
Par construction de § =7 —id,ona A =M — I,,11.
Puis pour tout £ € IN, comme M commute avec I,y :

k

AP =N <k> (=1)F=I M7

=0 M
Ce qui permet d’affirmer, en revenant aux endomorphismes :

k

ke N, oF = S(—1)F <k> 4

j=0 J

. Soit P € R,,_1[X] = ker(6™). On a §"(P) = 0 donc :

n

000) = (P10 = 130 (1)) = o (M) e = - () i)

j=0 J

Et en particulier en évaluant en 0, il vient :

(a) Ona . ’U/052 :uo[uzouQ] :U5 = [u ou
Ainsi u et §2 commutent.

(b) Soit P € Ry[X] = ker 62, alors
0% (u(P)) = u(6*(P)) = u(0) = 0

Donc u(P) € ker(62) = Ry[X].
Par conséquent R;[X] est stable par w.



(c) Si A= <Z 2>VériﬁeA2:<8 (1)>,alors

OCL o 2 3 2 o Cd
(0 c>—A><A =A"=A xA—(O 0)

o b . 2 2ab o .
Donc a = d et ¢ = 0, ainsi A = (8 a >,pu1s A? = <% 52 ),et ainsi nécessairement

a = 0, puis 2ab = 0; ce qui est contradictoire avec ab = 1.

Conclusion. Aucune matrice A ne vérifie A2 = < 8 (1) >

(d) Puisque R;[X] est stable par u, notons @ : R;[X] — R;[X],P — u(P) I’endomorphisme
induit.
Considérons alors A, la matrice de 4 dans la base (Pp, P») de Ry[X].

Alors A? est égale & la matrice de § sur R;[X] c’est & dire < 8 (1) >

Or d’apres la question précédente, ceci est impossible.

Conclusion. Il n’existe pas d’endomorphisme u de R,,[X] tel que u? = §

7. (a) On a vu (question 3) que deg(d*(P)) = deg(P) —i = d — .
Ainsi, la famille (P, 5(P),...5%(P)) est une famille de degré échelonné (de d & 0). C’est une
famille libre et vect(P,d(P),...0%(P)) = Ry[X].

(b) Soit V stable par 6.
Si P eV, alors §'(P) € V et donc Ryeg(py[X] = vect(P,6(P),...6"(P)) C V.
1l reste a montrer I’égalité, il faut prendre le polynéme en degré mazximum. . .
V' est un sous-espace vectoriel de R, [X]. Notons d = dim(V') — 1.
Notons (eq,...eq) une base de V. Nécessairement, I'un des e; est un polynome de degré
supérieur ou égal a d (sinon, on aurait une famille libre de d + 1 vecteurs de Ry[X], ce qui est
impossible).
Il existe donc P dans V' de degré r > d.
Supposons un instant que deg P = r > d, alors d’aprés la remarque précédente, R, [X]| =
vect(P,0(P),...0"(P)) C V et V ne peut étre de dimension d + 1.
Ainsi il existe P de degré d dans V et Ry[X] C V et par égalité des dimensions : il existe
d € [0,n] tel que V = Ry[X].

Exercice 2 - Des intégrales impropres. ..

Partie 1 - Les intégrales de Bertrand

Cela a été traité en TD. ..

Partie 2 - Autour de la fonction Gamma

4. Soit x € IR. La fonction f, : t — t* e~ est continue sur ]0, +oo.

1
e On a t2f,(t) vl 0 par croissances comparées. Ainsi f,(t) T o(1/t%). Comme t 2 est

intégrable en 400, il en va de méme de f,, par domination.

1 1

eOna f(t) ~ t* 1 = ——. Ainsi les fonctions f et ¢t — —— sont simultanément intégrables en
t—0 ) ti-z tl-=

0. Comme ¢ — —— est intégrable en 0 si et seulement si 1 —z < 1 (Riemann), on peut conclure

que f, est intégrable en 0 si et seulement si x > 0.



Ainsi f, est intégrable sur IR si et seulement si > 0. Comme f, > 0, intégrale impropre I'(z)
converge si et seulement si x > 0.

Conclusion. Le domaine de définition de T" est D =]0, +o0[.

. Soit x € D.
Version « BB ». Soit B > A > 0. Une intégration par partie donne :

B B B
/ te”tdt = {—t"e7' [+ / et dt
A A

B
= —B% B4 A% A+ a:/ t*~ et dt
A

Mais lim A%e 4 =0, lim B% B =0, donc en faisant tendre A vers 0 et B vers 400, on obtient :
A—0*t B—0+

Iz +1) =aI'(z).

e Version « grand ». Un intégration par parties formelle donne :

+oo I —+00
I'(z) = /0 tretdt = {—t"e "] ;7 + :c/o et dt.

=I'(z)

Comme lim t*e™! =0 et limt*e~* = 0, & posteriori I'intégration par parties est correcte, et on a :
t—+o00 t—0
Iz +1) =a'(x).
n—1

. @ Soit x € D. Si pour un certain n € IN* on a I'(z +n) = (H(:c + k)) I(z) alors '(z+n+1) =
k=0

(x +n)I'(z +n) = <H(x+k)> I'(xz). Comme on a I'(z + 1) = zI'(xz) on peut conclure par

k=0
récurrence que pour tout n € IN* :

n—1
[(z+n) = (H(x + k:)) I(z).

k=0
e Il vient alors, pour n € IN*, I'(n) =I'(1 +n — 1) <H k) =(n—1)L

. Via le changement de variable u = t? qui est C! bijectif croissant de ]0, 4+-o0[ sur lui méme, les

—+00 9 —+00
intégrales impropres / e U dt et / e
0 0

d
ont méme nature et méme valeur si convergence.
2y/u
. too du 1 1 L, . oo
Mais on a / e "—— = —T'( = | donc l'intégrale impropre / e " dt converge de valeur
0 2y/u 2 \2 0

1 1
=I'(=].

()
e Via le changement de variable u = t* qui est C! bijectif croissant de ]0, +-o00[ sur lui méme, les in-

oo Feo du

. . _ u
tégrales impropres /0 e " dtet /0 e T3/
Mais on a :

0 4.’LL3/4 4 4

too 1 (1
donc l'intégrale impropre / et dt converge de valeur ZF <4>
0

ont méme nature et méme valeur si convergence.
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Partie 3 - Une intégrale a parametre

8.

10.
11.

12.

13.

14.

La fonction ¢ : u % continue sur RY, ¢(u) ~ w2 et ¢(u) = o (u?) en 4o0; donc K
0

converge.

e La fonction f, :u+—> Wix) continue sur IR si et seulement si z > 0;
e pour z =0, fo(u) ~ u=3/% d’intégrale divergente;
0
)
e pour z > 0, fz(u) N
converge.
Ainsiet D =1R%.

Pour tout v € IRY. , « — f,(u) décroissante, donc F' aussi.

d’intégrale convergente, fr(u) = o(u?) en +oo, donc F(z)

La fonction G est dérivable sur D et pour tout x € D, d’apres la relation admise,

—X e—(l?

= ﬁF(ﬂﬁ) —Vze " F(x) +re  F'(z) =

—X

N [‘” P~ (r=3) F(w)} - K2

Les fonctions G et H : x — —K / ¢(u)du (bien définie car ¢ a une intégrale convergente en 07)

G'(x)

0
ont la méme dérivée sur I'intervalle IR’ , donc y different d’une constante.

La fonction F est décroissante, positive et a une limite finie en 400, donc G(z) = \/re™* F(z) P
T—r+00

0 par croissances comparées.

T
D’autre part, par convergence de K, G(x) = C — K / (u) du —— C — K? ; dout C = K?.
0

T—+00

(a) Le changement de variables ¢ + v/t = u est de classe C! bijectif de ]0, +oo[ sur ]0, +oo].

+o00 9
L’intégrale demandée et / 5
0 us + 1

(b) Par changement de variables u — u/x =t (pour x > 0) on obtient

du = 7 sont de méme nature et égales. Donc J = .

1 +o00 efta:

F(x):ﬁ 0 VE(t+1)

donc l'intégrale converge.
T At

A VE({E+1) Sy

™

(¢) Soit € > 0. Par convergence de J, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,

In>0,VuelR, Oguén:ﬂe*“—l‘gg
T

Alors, pour tout x € [0,1/4],

e t—J’</A|em_1‘dt+ At ey
SJo VE(t+1) A Vit+1) 2n

0 VE(t+1)

=€

€
2
d’on la différence des intégrales tend vers 0 quand x tend vers 0.
(d) D’apres la question 13c
+o0o e—tw
Gz)=e" ——dt — J
0 Vit (t+1) z—0T

D’autre part, liI_ElG = (' car l'intégrale de ¢ converge en 0; d’out C' =.
0

D’apres la question 12, K =/C = /7.



Exercice 3 - Des normes et des applications linéaires continues

Partie I - Applications linéaires

1. Fait en cours.

1
2. Soit fe E.On a: |f], :/ |f(t)] dt < |f| et ainsi M = 1 convient.
0 N

< lso

3. Pour n € IN on considere I'élément de E défini par f,(t) = t™.

Pour tout n € IN on a |f], = et |fn] = 1. 97l existe une constante 8 > 0 telle que

B — 0, ce qui est profondément stupide.
n-+1 +oo

n+1

| loo < B |; alors ou aura pour tout n € IN : 1 <

Conclusion. Les normes | |, et | |, ne sont pas équivalentes.

1
4. On considere I'application linéaire ® : E — IR définie par : ®(f) = / f(t) dt. L’application ®
0

est-elle continue de (E, | |,) dans (IR, | |)?
Soit f € E.On a:

1
®(f)] < / F(O)] dt < [f]. -

D’apres la caractérisation des applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés, ¢ est
continue.

5. (a) En considérant la suite de fonctions (f,,) de E ol, pour n € IN, f,, : t — /nt", démontrer que
U n’est pas continue de (E, | |,) dans (IR, ] |).

Pour tout n € IN on a :
n
vn — 0,

n+1 +co

”an1 =

et ainsi f, m 0.

Mais pour tout n € IN on a également :
+oo

Cela met en défaut la caractérisation séquentielle de la continuité en 0 : ¢ n’est pas continue.

(b) Pour tout f dans E on a :
NI =M< [ floo

donc ¥ est continue de (E, | | ) dans (IR, ] |).

Partie II - Une norme sur M, (IR).

n

6. e Tout d’abord | | : A = [a; ;] — max Z lai ;| | est bien & valeurs dans IR™.

1<isn -
Jj=1

e Puis soient A = [a;;], B = [b; ;] dans M,,(IR) et A € IR.

n n
i |A] =0al il ] =04d tout i € {1,... | =
x Si|A| =0 alors jax ;\az,ﬂ 0 donc pour tout ¢ € {1,...,n} ona2|a,7]]
j= j=
0 et ainsi pour tout (4,5) € {1,...,n}> on a la; ;| = 0 ce qui signifie que A = 0.



7.

n n n

AL = e | 32 Pl | = s | W lasal | = I e | 3ol | = 141
J= J= J=

* On a A+ B = [a;; + b; j] donc pour tout ¢ dans {1,...,n} on a:

n n n n n

> laig +bigl < D laigl+ Y il <D laisl+ max | Y [biyl
: : : - 1<isn -

J=1 Jj=1 j=1 j=1 j=1

n n
< max [ Y aigl | + max [ > [biy)
1<i<n - 1<i<n -
Jj=1 Jj=1

=[Al 1Bl

n

d i+ bl | <A Blie. |[A+B| <A B|.
onc max 2|0m+ ijl | <A+ 1B e [A+ B < [A] +|B]
J:

(a) Soient A = [a; ;] dans M, (IR) et X = (x1,...,2,) dans IR". On a alors :

n n
AX = E A1,5T5, ..., E Qp § T4
J=1 J=1

n
et ainsi |AX |, = max Zai,jxj .
7j=1

1<in |4

Mais pour tout ¢ dans {1,...,n} on a :

n n n n n
> aigrs| < Y aigal = laigllrl <D laigl X = 1X 100 Y lai]

j=1 J=1 J=1 J=1 J=1

n

€ Il i D loss| = X1 A1
]:

n
I en résulte que |AX| = max z; a; jr;| < |X| o |A] comme souhaité.
‘]:

n

(b) e Soit ip dans {1,...,n} tel que |A| = Z |aio,j|. On considere alors par exemple le vecteur

j=1
Xo = (z1,...,2,) tel que pour j dans {1,...,n} on ait :

i — 1 Siai(),j}()
7 —1 si Qg5 20

de sorte que pour tout j dans {1,...,n} on ait a;, jx; = |ai, ;|. On a ainsi | Xof, =1 et :
n n
AX() = Zal’jxj,...,Zan’jxj
j=1 J=1
Mais pour tout (i,5) € {1,...,n}* on a |a; jz;| = |a; ;| donc [AXo|., = |A| ce qui implique :

|AXol o, = 1Al 1 X0l




AX
H HOO et ainsi on a
| X o

e Pour tout X dans IR" \ {0} on a |[AX| < |4] |X]|, donc |A] >

correctement :

AX
xerm\{o} X[
Mais on vient de voir qu'il existe Xy dans IR"™ \ {0} tel que |[AXo|, = |4] [|Xol, ie. [|A] =
[ AXol

———= donc on a bien :
X0 oo

AX
A= sup 1A
xerm\{0} X

Soient A = [a; ;] et B = [b; ;] dans M,,(IR). On pose C' = AB = [¢; j]. Pour tout (i,j) dans

{1,...,n}* on a:
n
Cij =) aikbr,
k=1
donc pour tout ¢ dans {1,...,n} on a:

n n n n n n n
olegl = DD airbig| <O laikl lbrgl =Y laikl Y br
j=1 j=1 k=1 j=1k=1 k=1 j=1

n n n n
< Dlosal e | 3ol | = 3 sl 181 = 181 3 e
k=1 j=1 k=1 k=1

N

| Bl max Z\azk\ IB] 141

1<i<n

n
Il en résulte que |AB| = max > eisl | < IBJ Al

e Supposons que la suite (A,,) converge vers A. On a donc |A,, — 4| = 0.
o

n
Mais pour tout i € {1,...,n} on a Z la;j(m) — a;j| < |Am — A| donc (par sandwich)

n
pm Z:l jai,j(m) —aij| =0
]:

et ainsi, puisque tous les termes de ces sommes sont positifs, on a pour tout (i, 5) € {1,... ,n}2 :
lim |a;;(m)—a;;| =0 ie. | lim a;;(m)=a;;
limJagg(m) — aig T iy (m) = ai

Commentaire. On peut tout aussi bien utiliser I’équivalence de | | avec | |; nfty.
e Réciproquement supposons que pour tout (7, j) dans {1, ..., n}2 on ait : lirJrrl a; j(m) = a; ;.
m——+00
Par somme finie :
n n
hm > ai(m) = aigl =0.
i=1 j=1
n n

: ol < PR : : Al —
Mais |A,, — 4| < Z; Z; la; j(m) — a; ;| donc, par sandwich, ml_l}l}rloo |Am — A| = 0.
i=1 j=



(b)

On a:
|ApBm — AB| < |AmBm — ABw| + |ABm — AB| < | B |Am — Al + |A] | Bm — B

Mais | By | < |Bm — B|| + | B| et la suite (| By, — B]) est bornée (puisque convergente) donc
(| Bm|) est bornée; il existe ainsi C' constante réel telle que :

|AmBm — AB| < C | Ay — A| + | 4| | B — B| pour tout m € IN

Enfin |A,, — 4| = 0 et | By, — B = 0 donc par sandwich :
m—r—+0Q m——+00

|AmBm —AB| — 0

m—r—+00

On obtient de suite par récurrence |A™| < |A|™ et ainsi, puisque |A| < 1, il vient par
sandwich
3 lim |A|™ =0.

m——+00

e Si A est une valeur propre de A alors on dispose de X vecteur non nul dans IR" tel que
AX = AX. Or JAX|, = [AX]o = [Al|X] et on a vu que [AX], < JA]|X], donc il
vient :

MX oo < 1A] X o < 1X s
—~—

<1
et comme | X |, > 0 il reste ||A| < 1|

e Ainsi —1 et 1 ne sont pas valeurs propres de A ce qui signifie exactement que les matrices
I — Aet I+ A sont inversibles.

Si m est un entier naturel on a (I — A) <Z Ak> =1 — A™"! et on sait que (I — A) est
k=0
inversible donc il vient : ZAk = (I —A™ (I - AL
k=0

Mais A™*1 . 0 donc (I — A™F)(I — A)~1 = (I — A)~! et ainsi : la suite (Z Ak>
k=0

converge vers (I — A)~L.

NB. Pour n = 1 on doit retrouver le résultat bien connu des séries géométriques. ..
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