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Composition n° 1,bis

I. Exemples de sous-algebres

I.A - Exemples de sous-algébres de M,,(K)

1. T,(K) et T, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K) stables par produit, donc ce sont des sous-algebres de
M, (K).
2. S5(K) et A3(K) sont des sous-espaces vectoriels de Mo (K).

Cependant, A = ((1) 8) € S2(K) et B = <(1) é) € S3(K), mais AB = (8 é) ¢ S3(K), donc S2(K) n’est pas

stable par produit, donc S3(K) n’est pas une sous-algebre de Mz (K).

C= ( 01 (1)> € Ay(K) et C? = —1I, ¢ A3(K), donc A3(K) n’est pas stable par produit, donc As(K) n’est pas une

sous-algebre de M (K)
3. En prenant A, 02 m=2) e S,(K), B, = B 02,02 € Su(K) et C,, = C 02,2 c
0p— 22 Op—22 Op_2 Op—22 0Op_2

A, (K), on a A, B, 02 m2) & S, (K) et C2 = o Oane ¢ A,(K), donc A,(K) et S,,(K) ne
0n72 2 Op_2 Op—22 Op—

sont pas stables par produit, donc Sy, (K) et A, (K) ne sont pas des sous- algebres de M,,(K).

I.B - Exemples de sous-algebres de L(F)

4. ¢ Ap C L(FE) par définition de Ap.
e l'application nulle 0z gy € Ap car Ozg)(F) = {0g} C F, donc A # 0.
e Pour tout (u,v) € (Ar)?, pour tout A € K, pour tout x € F,
A +v)(x)=X  wulx) + wv(x) €F car F est un sous-espace vectoriel de F,
— —
€F car u€Ap  €F car vE€EAF
donc (Au+v)(F) C F, donc Au+v € Ap.
o Ar est donc un sous-espace vectoriel de F.
e De plus, pour tout (u,v) € (Ar)?, uov(F) = u(v(F)) C u(F) C F, donc uov € Ap, donc Af est stable par
composition.
e Ap est donc bien une sous-algebre de L(F).

5. Soit By = (ex,...,ep) une base de F' complétée en une base B = (e1,...ep, €pt1,...,€,) de E.

Alors u € Ap & Matg(u) est de la forme (0 A g) ou A € My(K), Be M, ,,(K) et C € M,,_,(K).
n—p,p

Comme u — Matg(u) est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on a

dim Ap = dim { (0 A g) , Ae My(K), Be M,np(K) Ce an(K)} = p’+p(n—p)+(n—p)* = n®—pn+p*.
n—p,p

6. Pour tout p € [1,n — 1], n? —np +p? = (p - %n)2 + %nQ, donc (n? — pn + p?) est maximum quand (p - %n)Q est

. . 2
maximum, donc pour p =1 ou p =n — 1, et ce maximum vaut (1 — %n) + %n2 =n?-—n+1

I.C - Exemples de sous-algébres de M, (K) diagonalisables et non diagonalisables

7. o I'(K) = vect | I, ((1) _01) , donc I'(K) est un sous-espace vectoriel de My (K).

notée C

e De plus, comme C? = —I5, on a, pour tout (aly + bC, cly + dC) € T'(K)?,
(alz 4+ bC)(cIz + dC) = (ac — bd) I3 + (ad + be) C € T'(K),
——— —_———
€K €K

donc T'(K) est stable par produit.
e I'(K) est donc bien une sous-algebre de My (K).



8. On a xc¢(X) = X? + 1 n’est pas scindé sur IR, donc C n’est pas diagonalisable dans M3 (IR), donc I'(IR) n’est pas
une sous-algebre diagonalisable de My (IR).

9. @ Comme xc(X) = X2+ 1= (X +14)(X — i) est scindé & racines simples sur C, C est diagonalisable dans Mo (C)
et il existe P € GLy(C) et D = diag(i, —i) diagonale telles que C' = PDP~!.
e Alors, pour tout aly + bC € T'(K),

P~ Y(al, + bC)P = aPI,P~' + bP~*CP = al, + bdiag(i, —i) = diag(a + bi,a — bi),

donc T'(C) est une sous-algébre diagonalisable de M5 (C).

I1. Une sous-algebre commutative de M, (IR)

II.A - Calcul des puissances de J

10. e On a J = Mat,... . (») = J(0,1,0,0,...,0).
o J2 = Mat(el’m’en)((pQ).
Or, pour tout i € [1,n — 2], p*(&;) = p(eir1) = €iy2, P> (en—1) = p(en) = €1 et p*(en) = p(e1) = ez, donc

I sin=2
Jo = Mat 2(e1),...0%(en)) = .
2 (e1,mmen) (P7(€1), - 0% (€n)) {J(o,o,1,o,...,o) Gin>3

11. Soit n > 3.
On vérifie par le calcul que J x J(ag,a1...,an-1) = J(an-1,0a0,...,a,—2), puis, par récurrence immédiate, on
obtient : J¥ = J(0,...,0,1,0,...,0) (ax = 1 et a; = 0 pour tout i # k) et J" = I,,.

n—1 n—1
12. On a J(ag,...,an—1) = > p_o axJ(0,...,0, 1 ,0,...,0)=>7"5arJ".

position k

IL.B - Une base de A

13. e La famille (I,,, J, J?,...,J" 1) est composée d’éléments de A d’apres la question 11.
e D’apres la question 12, (I,,,J, J?, ..., J""1) est génératrice de A.

e De plus, pour tout (ag,...,an,—1) € K", toujours d’apres la question 13, on a :
n—1
aOInJrZaka =0, @J(ao,...an_l) =0, a=...=a,_1 =0,
k=1

donc la famille (I,,, J, J?,..., J" 1) est libre.
o (I,,J,J% ..., J% 1) est donc bien une base de A, qui est donc de dimension 7.

14. Soit M € M, (IR).
e Si M commute avec J, alors, par récurrence immédiate, M commute avec J* pour tout k € IN.
Par suite, pour tout N = 22;01 apJ* € A,

n—1 n—1 n—1 n—1
MN =M <Z aka) => axMJ* =" apJ"M = <Z akJ’“> M = NM,
k=0 k=0 k=0 k=0

donc M commute avec tous les éléments de A.
e Réciproquement, si M commute avec tous les éléments de A, M commute avec J car J € A.
e par double-implication, on a donc bien I’équivalence souhaitée.
15. @ A =vect(l,,J,J2, ..., J" 1) est un sous-espace vectoriel de M., (K).
e Pour tout i € [0,n — 1], pour tout N = ZZ;& apJk € A,

n—1 n—1 n—1—1 n—1
IN = T ad® | =D = > M Y g
k=0 k=0 k=0 k=n—i
n—1—1 n—1
_ E aka+z+ E ak Jn JkJrzfn
~—~
k=0 k=n—1 =I,
n—1—1 n—1
= E ak Jkt + E a Jhti-n € A comme combinaison linéaire d’éléments de A.
k=0

€A car k+i€[0,n—1] k=n—1  cA car k+i—ne€[0,n—1]



A est donc stable par produit, donc A est une sous-algebre de M, (K).
e Pour tout N = ZZ;S apJ® € A,

n—1 n—1 n—1
JN =J (Z akJ’“> =Y apJJF =) ap g
k=0 k=0

k=0

n—1 n—1
=Y wJgb I = <Z akJ’f> J=NJ,

k=0 k=0

donc N commute avec J, donc, d’apres la question précédente, N commute avec tous les éléments de A.
A est donc bien une sous-algébre commutative de M., (K).

I1.C - Diagonalisation de J

16. On a
X 0 0 -1
-1 X 0
J(X)=det(XL, —J)=| ¢ . - o
: L0
0 0o -1 x|,
X 0 0 -1 X 0 0
-1 X 0 0 -1 X :
=X|p + (=DM (=) x| e
T ) : o x
0 --- 0 -1 X[nfl] 0 - -+ 0 71[77,71]
(dvlpt par rapport a la derniére colonne)
=X x X" P4 (=)™ x (=1)"!  (déterminant de matrices triangulaires)
= X"+ (1) = X" -1
17.

diagonalisable dans M, (C).
18.
Sin >3, xs n’est pas scindé sur IR, donc J n’est pas diagonalisable dans M, (IR).

D’aprés la question 17, Spece(J) = {e?#7/" k€ [0,n — 1]} = {w*, k € [0,n — 1]} ott w = ¥7/7,
Pour tout k € [0,n — 1],

19.

w(n—l)k w(n—l)k
w(n—2)k 1 w"k w(n—2)k
) w(nfl)k w(n—l)k .
J :k — w(n72)k — w(n72)k _ wk- .k ,
w . . w
ok Wk :
1 1
w(n—l)k
w(n—Z)k
donc wk est un vecteur propre de J associé & la valeur propre w*.
1
oJ(n—l)k
w(n72)k
Par suite, vect w:k C E_x(J), et, comme w* est une valeur propre simple, on a dim E_(.J)
1

Par suite, xs est scindé & racines simples dans C (ses racines sont les racines n-éme de l'unité), donc J est

Pour n =2, x5 = (X — 1)(X + 1) est scindé & racines simples dans IR, donc J est diagonalisable dans My (IR).

1 =



w(nfl)k

w(n—?)k
dim vect & , donc, comme on a une inclusion et 1’égalité des dimensions, on a :
w
1
W(n—l)k
w(n72)k
E i (J) = vect L
w
1

I1.D - Diagonalisation de A

20. La preuve faite en question 15 avec K au lieu de IR permet de conclure directement ici que A est une sous-algebre
(commutative) de M,,(C).

21. Comme J est diagonalisable dans M,,(C), il existe P € GL, (C) et D diagonale telles que P~1JP = D.
On peut méme particulariser P et D a laide de la question 19, mais une telle précision ne servira a rien dans la
suite de cette preuve.
Alors, par récurrence immédiate, on a, pour tout k € IN, P~1J*P = D¥. Puis, pour tout M = ZZ;; apJ* € A,

n—1 n—1 n—1
P'MP=pP! (Z aka> P=> aP 'J'P=> aD"
k=0 k=0 k=0

qui est diagonale come combinaison linéaire de matrices diagonales.
A est donc une sous-algébre diagonalisable de M,,(C).

22. En choisissant bien la matrice P dans la question précédente, on a D = diag((w*)i—o...n_1), donc

P 'J(ag,...,an_1)P = Zaka Zakdlag )i=0.n—1)

n—1
= diag (Z akwki> ,
k=0 i=0..n—1
done Spece(J(ao, - an1)) = {p2g apt, i€ [0, 1]}

ITI. Sous-algebres strictes de M,,(IR) de dimension maximale

ITI.A - Un produit scalaire sur M,,(IR)

23. e Pour tout (M,N) € (M,(IR))%, (M,N) = tr(MTN) = tr(MTN)T) = tr((NTM) = (N, M), donc (,) est
symétrique.
e Pour tout (M, N, P) € (M,(IR))?, pour tout X € IR,

(AM + N, P) = tr((AM + N)TP) = tr(AMTP + NTP) (linéarité de la transposition)
= Mr(MTP) +tr(NTP) (linéarité de la trace)
=A(M,P)+ (N, P),

donc (,) est linéaire & gauche.
e (,) est symétrique et linéaire & gauche, donc bilinéaire.

e Pour tout i € [1,n],
(MTM);, Z M)y, = Zmim

donc



24.

25.

26.

Par suite, il est clair que (M, M) > 0 (comme somme de positifs) et on a

(M,M) =0 Y ml,=0sV(ik) e[l,n]’ m=0M=0,.

1<i,k<n

(,) est donc bien défini positif.

e (,) définit donc bien un produit scalaire sur M, (IR).

Comme M., (IR) est de dimension finie, (M, (IR), (., .)) est un espace euclidien, donc dim A+dim A+ = dim M,, (IR),
ie d +r=n2

Comme (M,,(IR), {.,.)) est un espace euclidien, A = (A+)L.

e Soit M € A. Alors, pour tout N € A+, (M, N) = 0.

En particulier, pour tout i € [1,7], comme A; € A, on a (A;, M) = 0.

e Réciproquement, supposons que pour tout i € [1,7], (A;, M) = 0. Comme (A, ..., A,) est une base de A+, pour
tout N € At, il existe (ay,...,a,) € R" tel que N =31 | a;A;.

Alors, par bilinéarité du produit scalaire, on a

N,M = a; A,’,M :0,
(N, M) ; <O>

donc M € (AH)+ = A.
e On a donc bien, par double-implication, 1’équivalence souhaitée.
Soit N € Aet i€ [1,r].
Pour tout M € A,
(M,NTA;) = tr(M"NTA;) = te(NM)" 4;) = (NM, 4;) =0
d’apres la question précédente avec NM € A car A est stable par produit.
On a donc bien NT A, € A+.

IT1.B - Conclusion

27.

28.

29.

e L’application transposition Trans : M € M,(R) = MT € M,(IR) est un automorphisme de M., (IR) (et
Trans~! = Trans), donc AT = Trans(A) est un sous-espace vectoriel de M,,(IR) de méme dimension que A
comme image d’'un sous-espace vectoriel par un isomorphisme.

e Pour tout (4, B) € (AT)2, il existe (M, N) € A% tel que A= M7 et B= NT.

Alors AB = MTNT = (NM)T € AT car A est stable par produit, donc NM € A.

AT est donc stable par produit, donc c’est une sous-algebre de M, (IR).

Pour tout M7 € A+, pour tout i € [1,7], MTA; € A+ d’aprés la question 26, donc, comme (A, ..., A,) est une
base de A*, il existe (ay,...,a,) € IR" tel que MTA; = > r—q ax A et, par suite,

MTAX =) apAeX € vect(ArX,..., A, X).
k=1
Par suite, MT(F) = vect(MT A1 X,...,MTA,.X) C F comme espace vectoriel engendré par des éléments de F,
donc F est stable par M7, cqfd.
eSid>n?—n+1,alorsr =n?—d<n—1.Soit X € ker A; (possible car A; # 0 car la famille (A;,..., A4,) est
libre).
Soit F' = vect(A1X,...,4,X). On a:
— dim F < r <n, donc F # M, 1(IR)
— dim F > 1, car A1 X # 0, donc F # {0}.
De plus, en identifiant les matrices et leur application linéaire canoniquement associée, on a
AT c Ap, ol cette notation a été introduite dans la partie I.B.
On a donc
d = dim A = dim A" (d’aprés la question 27)

dim Ap = n? —pn+p® (d’apres la question 5)
2

NN

max n2—pn+p2:n

—n—+1, ce quiest contraire a 'hypothese sur d.
1<p<n—1

D’otl, par 'absurde, d < n? —n + 1.

e Soit E = M, 1(IR) et soit X € M, 1(IR) non nul. En posant F' = vect(X) de dimension 1, Ar = {u € L(E) :
u(F) C F} est une sous-algebre de £L(E) de dimension n? —n + 1 d’apres la question 5.

Soit B une base de E. Alors, d’aprés les remarques préliminaires, {Matp(u),u € Ap} est une sous-algebre de
M,,(IR) de méme dimension, donc de dimension n? —n + 1.

Le majorant n? —n + 1 de la dimension d’une sous-algebre stricte de M., (IR) est donc atteint, donc n? —n + 1 est
la dimension maximale d’une sous-algebre stricte de M, (IR).



IV.

30.

31.

32.

33.

34.

Réduction d’une algebre nilpotente de M,,(C)

Si E est de dimension 1, alors £(E) est de dimension 12 = 1, donc A = {0} ou A = L(E).

Comme Idg n’est pas nilpotente, A # L(E), donc A = {0}, et A est bien trigonalisable.

On peut aussi remarquer que la matrice de n’importe quel endomorphisme de E est une matrice de M;(C), donc
automatiquement triangulaire.

Comme Idg n’est pas nilpotente, Idg ¢ A, donc A # L(E), La contraposée du théoréme de Burnside assure alors
I'existence d’un sous-espace vectoriel V' de E distinct de E et {0} stable par tous les éléments de A.

Soit By = (eq,...,e,) une base de V' complétée en une base (ey,...,e,) de E.

Alors, pour tout u € A, pour tout j € [1,7], u(e;) € F = vect(es,...,e,), donc il existe (a;;)icpi,r] tel que
ule;) =351 aije;-

Alors on a

MatB(u)—Matg(u(el),...,u(er)7u(eT+1),...7u(en))—< ) g%)

ot A(u) = (a;,5)1<ij<r € My (C), B(u) € M, 5(C) et D(u) € M4(C).

o Soit M = (6‘ lB)) ot A€ M,(C), B € M,4(C) et D € M,(C).
M S IN, il existe B C) tell MP = A7 By H
ontrons par récurrence que, pour tout p € IN, il existe B, € M, 5(C) telle que =\o pr ( Rp)

A% By

Initialisation : Pour p=0, M° =1, = ( 0 DO

) en posant By = 0, .

Pour p =1, By = B convient.
Hérédité : Soit p € IN et supposons H R, vérifiée.

Alors
AP B A B APt APB 4+ B D APt B
p+1l _ pAqp — P — 4 — p+1
et = (T 3) (6 5)= (0 MR =(Y o)
en posant By = APB + B,D. On a bien HRp, ;.

»
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout p € IN, il existe B, € M, ;(C) telle que MP = (/(1) g’;) )
o Soit A € {A(u)|u € A}. Alors il existe u € A tel que Matp(u) = <61 g) .
Alors, d’apres le premier point, pour tout p € IN,
A B\’ (A» B
Py — — D
MatB(u)—(O D) —<0 Dp)'
AP0 B
Or u € A, donc u est nilpotent, donc il existe pg € IN tel que uP° = 0 et, par suite, 0 = ( 0 DZ‘;) , donc AP0 = (),

donc A est nilpotente.
e Pour tout (u,v) € A pour tout A € C,

Matp(Au+v) = AMatg(u) + Matp(v) = </\A(u) 0+ A(v) :> ’

donc A(Au +v) = AA(u) + A(v).

p:u € A Alu) € M,(C) est donc une application linéaire, donc {A(u)|u € A} = Im ¢ est un sous-espace
vectoriel de M,.(C).

e Pour tout (A, B) € ({A(u)lu € A})?, il existe u et v € A tels que A = A(u) et B = A(v), c’est-a-dire
Matp(u) = (A :) et Matg(v) = (B *

0 0 =
Alors uowv € A car A est une sous-algebre de L(FE) et

Matp(uov) = Matg(u) x Matp(v) = (AOB :) ’

donc AB = A(uow) € {A(u)|u € A}.

{A(u)|u € A} est donc stable par produit.

o {A(u)lu € A} est donc bien une sous-algebre de M,.(C) constituée de matrices nilpotentes.

e On montre de méme que {D(u)|u € A} est une sous-algebre de M (C) constituée de matrices nilpotentes.

o {A(u)lu € A} est une sous-algebre de M,.(C) dont tous les éléments sont nilpotents, donc, comme r < n — 1,
{A(u)|u € A} est trigonalisable (version matricielle de 'hypothese de récurrence), ie il existe P € GL,(C) telle que
pour tout A € {A(u)|u € A}, P~1AP soit triangulaire supérieure.



35.

e De méme, il existe Q € GL4(C) telle que pour tout D € {D(u)|u € A}, P~1DP soit triangulaire supérieure.

e Posons alors R = ]03 g) € M, (C).

Comme det(R) = det(P) det(Q) # 0, R est inversible.

En voyant R comme une matrice de changement de base, et en posant donc C base de F telle que R = Matp(C),

on a, pour tout u € A,

Mate(u) = R~ Matgs(u)R = (PO_ 1 QO—1> (Agu) f’SEZD (15 g))

(P71 0 A(uw)P B(uw)@

Lo @)\ o Dwe

_ (P7'A(w)P P7'B(u)Q

B 0 Q™ 'D(w)Q

et cette derniére matrice est triangulaire supérieure car P~ A(u)P et Q1D (u)Q le sont. On peut alors conclure la

propriété annoncée par récurrence...

Dans cette base C, les valeurs propres de u sont les éléments diagonaux de la matrice associée.
Or, comme il existe p tel que uP = 0, si x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A, alors

uP(z) = uP M (u(z)) = P~ (\x) = P (z) = ... = NPa,

donc, comme uP = 0, on a APz = 0, donc, comme z # 0, on a A’ =0, donc A = 0.
Par suite, les éléments diagonaux de la matrice associée a u dans la base C sont nuls, donc cette matrice triangulaire
est dans 7,1 (C).

V. Le théoréme de Burnside

V.A - Recherche d’un élément de rang 1

Comme A est irréductible, A # {0z gy}, car tous les sous-espaces vectoriels de E' seraient alors stable par tous les
éléments de A.

36.

37.

38.

e Soient x un élément non nul de FE.

F = {u(z)|u € A} est un sous-espace vectoriel car A en est un. De plus, pour tout y € F, il existe u € A tel que

y = u(x).

Alors, pour tout v € A, v(y) = w(m) € {f(x)|f € A} = F. F est donc stable par tous les éléments de A, donc
cA

F={0}ou F=E.

e Si F' = {0}, alors, pour tout u € A, u(x) = 0, donc vect(x) est stable par tous les éléments de A, ce qui est exclu

car A est une sous-algebre irréductible de L(E) et car vect(x) # {0} (car x # 0).

e On a donc F = E, et, par suite, pour tout y € F, il existe u € A tel que u(z) = y.

e Soit z et y dans F tels que la famille (v(z),v(y)) soit libre (z et y existent car rg(v) > 2). D’apres la question
précédente, comme v(x) # 0, il existe u € A tel que y = u(v(x)) = u o v(x).

e Considérons alors ¢ : z € Im (v) — vou(z) € Im (v).

@ est un endomorphisme de Im (v), C espace vectoriel de dimension au moins 1, donc ¢ admet au moins une
valeur propre \. (car son polynéme caractéristique, de degré au moins 1, admet au moins une racine sur C). Par
suite, ¢ — Aldpy, () n’est pas injective, donc non surjective (endomorphisme en dimension finie), donc rg(y) <
dim(Im (v)) — 1 =rg(v) — 1.

e Soit alors ) =vouowv — v € L(E).

Comme 1) = gov, rg(1)) < min(rg(yp), rg(v)) < rg(v)—1 et, comme 1 (x) = vouov(z)—Av(x) = v((uov)(z))—Av(x) =
v(y) — Av(z) # 0 (car (v(z),v(y)) est une famille libre), donc rg(¢y) > 1.

On a donc bien 0 < rg(vouowv — Av) < rg(v).

Supposons qu’il n’existe pas d’élément de A de rang 1.

Posons alors r = min{rg(u),u € A\ {Ozg)}}, qui existe comme minimum d’un ensemble fini non vide (car
A#{0zm)})-

Soit alors v € E tel que rg(v) = r. Alors, en prenant u comme dans la question précédente, v ouov € A comme
composé d’éléments de A, et vouov — v € A car A est un sous-espace vectoriel de L(E).

Or 0 <rg(vouowv— M) <rg(v) =r, ce qui est exclu.

D’ot, par I'absurde, il existe v € A tel que rg(v) = 1.

V.B - Conclusion

39.

Comme ug est de rang 1, et ug(eg) = 0 pour tout k € [2,n], on a ug(ey) # 0.
D’ou, d’apres la question 36, pour tout ¢ € [2,n], il existe v; € A tel que v;(ug(e1)) = €;. Alors u; = v;0ou € A car



40.

A est stable par composition et
u;(e1) =¢; et Vk € [2,n],u;(ex) = vi(uo(er)) = v;(0) =0,

donc dim Im (u;) = dim vect(u;(ex)re1,n]) = dim vect(u;(e1)) = 1, donc u; est de rang 1 et u;(e1) = &;.

On construit maintenant des endomorphismes u; ; dans .4 dont les matrices dans B sont les E; ; de la base canonique
de M, (C).

On a déja construit u; ; = u; dans la question précédente.

— Notons (V4,...,V,) la base canonique de M,, 1(C) et

G={z€E : Yue A, V[ Matg(u)Matz(z) =0} .

— (@ est un sous-espace vectoriel de F.
De plus, si « € G, alors, pour tout v € A, v(z) € G car pour tout u € A,

VI Matg(u)Matg(v(z)) = Vif Matg(u)Matg(v)Mats(x) = Vi Matg (uov) Matg(z) = 0.
——r carx € G

€A

Par suite, comme A est supposée irréductible, on a G = {0} ou G = E.

Supposons G = E. Soit alors ¢ : € E +— VI Matg(z) € C. ¢ est une forme linéaire non nulle de £(E, C), donc
K =kergp ={z € E: Vil Matg(z) = 0} est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

De plus, pour tout « € K, pour tout u € A, u(z) € K car

VI Matp(u(x)) = Vi Matg(u)Mats(z) = 0

carx € E=G.
K est donc un sous-espace vectoriel non tirvial de E stable par A, ce qui est contraire au caractere irréductible
de A.
On a donc G = {0}.
— Soit & présent H = {(Matp(u))"Vy, ue A}.
H est un sous-espace vectoriel de M,, 1(C).
Si H # M,,1(C), alors on note p = dim H < n et H = vect(Wy,..., W)).
On choisit X # 0 dans l'intersection d’hyperplans
ker(W{) Nker(WS)n...n ker(WpT)
qui est de dimension > n —p > 0.
Alors, en prenant z € E tel que X = Matg(z) = X, onax € G et x # 0, ce qui est exclu.
D’ou, par I'absurde, H = M,, 1(C).
— Comme H = M,, ;(C), pour tout j € [1,n], il existe w; € A tel que (Matg(w;))"Vy =V;.
On a alors E; j = ViV = ViV" Matg(w;) = E;1Matg(w;) = Matp(u;1w;), o u;yw; € A car A est stable
par composition.
— Posons alors, pour tout (,7) € [1,n]?, wi; = ui1w;.
(Wi j)ij)e[1,n)> est une base de L(E) car (Matg(um-))(2»7],)6[[1)71]]2 = (Eij)(i.j)e1,n])> est la base canonique de
M, (C).
Par suite, L(E) = vect((ui ;) (i, j)e[1,n]2) C A comme espace vectoriel engendré par des éléments de A.
L’inclusion réciproque étant évidente, on a bien 'égalité : A = L(E).



